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Предисловие к русскому изданию 

Теория чисел и комбинаторика, теория графов и теория авто- 
матов, булевы алгебры н основы теории логических схем — вот 
основные темы этой книги. Все эти разделы современной дискрет- 
ной математики абсолютно необходимы инженерам, специализи- 
рующимся в области систем связи, электроники и современной 
вычислительной техники. Однако до сих пор знакомиться с ними 
приходилось по специализированным университетским курсам, 
каждый из которых посвящен, как правило, только одному из раз- 
делов, и зачастую является весьма солидным изданием. Это пред- 
ставляет значительные неудобства, преодолеть которые иногда 
оказывается очень трудным. 

Книга Т. Фудзисавы и Т. Касами «Математика для радиоин- 
женеров: Теория дискретных структур» позволяет значительно об- 
легчить процесс овладения необходимыми элементами современ- 
ной математики. Предлагаемая книга возникла из лекций, кото- 
рые авторы в течение ряда лет читали будущим инженерам в 
упиверситете г. Осака. Поэтому выбор материала и его изложе- 
ние тщательно продуманы, что облегчает читателю понимание 
новых для него (и зачастую, достаточно непривычных) вопросов. 

В своем предисловии авторы книги приводят достаточно под- 
робное описание содержания книги, и дают указания, в каком по- 
рядке можно изучать различные ее разделы. Следует только ска- 
зать, что большую пользу принесет решение предлагаемых задач. 

При переводе был исправлен ряд замеченных опечаток и не- 
точностей. Мы старались также переводить специальные термины 
так, чтобы они возможно ближе соответствовали терминологии, 
принятой в советской литературе. 

В заключение хотелось бы надеяться, что предлагаемая книга 
принесет пользу возможно более широкому кругу читателей. 

С. И. Гельфана



Предисловие к японскому изданию 

Среди технических наук электроника и техника связи в наи- 
большей степени используют математику. Действительно, если 
взглянуть на программы обучения студентов в университетах как 
в Японии, так и в других странах, то легко обнаружить, что мате- 
матические дисциплины занимают в них существенное место. В 
последние годы особую важиость приобрели те разделы матема- 
тики, которые имеют отношение к развитию цифровых устройств, 
цифровой связи и цифровых вычислительных машин. Базой для 
преподавания этих дисциплин наряду с классическими методами 
анализа непрерывных физических моделей, составляющих до по- 
следнего времени основной предмет радиотехники и электроники, 
стали алгебраические, логические и комбинаторные методы иссле- 
дования различных моделей дискретной математики. К сожале- 
нию, в средней школе и институтах этим предметам не уделяется 
достаточного внимания. Поэтому особо важное значение приобре- 
тают специальные курсы. Настоящая книга была задумана имен- 
HO как специальный курс по теории дискретных структур. С мо- 
мента возникновения идеи написать такую книгу до ее выхода в 
свет прошло несколько лет. За это время было опубликовано не- 
сколько монографий на близкие темы. Появление этих книг, а 
также данной книги значительно расширяет возможность выбо- 
ра материала для чтения или преподавания с учетом предвари- 
тельной подготовки и интересов той или иной аудитории. Можно 
сказать, что пришло время, когда стало возможным удовлетво- 
рить запросы «разнотипных» читателей. 

Книга предназначена как для студентов начальных курсов, 
изучающих основы электроники, техники связи и вычислитель- 
ной техники, так и для студентов старших курсов, приступающих 
к самостоятельным исследованиям. Материал книги и способ его 
изложения подбирались таким образом, чтобы ее можно было ис- 
пользовать и как учебник, и как специальную монографию. С те- 
ми вопросами, которые лишь слегка затронуты в книге, можно оз- 
накомиться по другим указанным в книге и вполне доступным ис- 
точникам. Выбрав главу, которую вы будете изучать, следует 
провести классификацию и поиск в избранной области, ознако- 
миться с подробностями теории групп, колец, полей и других ал- 
гебраических конструкций, конечных полей и их приложениями. 
Эти вопросы рассмотрены в учебниках по алгебре или теории ко- 
дирования, указанных в библиографии. 
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Главы 1—5 написаны Т. Фудзисава, гл. 6—10— Т. Касами. 
В гл. 1 приводятся элементарные сведения из теории целых чи- 
сел. Главы 2, Зи 4, 5 можно читать почти независимо. Первые 
две из них дают представление об основных комбинаторных ме- 
тодах, а гл. 4, 5 представляют собой введение в тсорию графов. 
Главы 6—10 можно читать почти независимо от глав 1—5. В этих 
главах используются элементарные понятия из гл. |, а также оп- 
ределения и простейшие свойства графов из гл. 4, 5. В гл. 7—10 
материал гл. 6 непосредственно не используется (за исключени- 
ем задач в гл. 7, помеченных знаком ”). Прочитав, например, 
гл. 7, © 8.1, 8.3, гл. 9 и $ 10.3, можно ознакомиться с основами 
теории проектирования цифровых устройств. НПараграфы 10.1 и 
10.2 можно: читать независимо от гл. 6—9; их можно рассматри- 
вать как введение в теорию конечных автоматов. 

Поскольку в последние годы знакомство с теорией множеств 
происходит па самых ранних этапах обучения, основные термины 
и понятия, относящиеся к множествам, используются в книге без 
каких-либо пояснений. В остальном, для чтения книги достаточно 
знакомства с обычными курсами математики для студентов тех- 
нических специальностей институтов. Для понимания © 4.5, 5.5 и 
второй половины $ 8.4 необходимы некоторые знания из линейной 
алгебры. Параграфы 4.5 и 5.5 посвящены теории электрических 
цепей, $ 8.4 — теория кодирования и их можно опустить без 
ущерба для понимания остального материала. 

В основу этой книги положен материал, использованный авто- 
рами при чтении лекций по курсам анализа информационных си- 
стем, логического проектирования и конечных автоматов студен- 
там отделений электротехники, систем управления и информаци- 
онной техники факультета инженерных наук университета г. Оса- 
ка. Мы хотели бы выразить искреннюю признательность за по- 
мощь в написании этой книги профессору Н. Токура, доцентам 
Н. Тамота и К. Танигути. Особо хотелось бы поблагодарить про- 
фессора Н. Токура за подготовку упражнений и задач к гл. 8— 
10. Мы также признательны членам редакционной коллегии мо- 
нографий для университетов Научного общества электроники свя- 
зи Японии за предоставленную нам возможность написать эту 
книгу, а также сотрудникам издательства «Корона» за большую 
помощь при подготовке книги к изданию. 

Авторы



Глава 1 

Свойства целых чисел 

1.1. Упорядоченность 

Обозначим через 7 множество всех целых чисел. Целые числа 
имеют естественный порядок 

.... — 3, — 2, — |1, 0, 1, 2, 3.... 

Это значит, что они связаны отношением больше — меньше, кото- 
рое устанавливает, что находящееся справа число всегда больше 
чнсла, находящегося слева от него. Множество всех положитель- 
ных Целых чисел обозначим через 7+. При этом запись а<Ъв, о3з- 
начающая, что в вышеприведенной последовательности чнсло а 
находится слева от числа 6, эквивалентна тому, что 6—ае+. 
Очевидно, бинарное отношение < обладает следующимн тремя 
свойствами. 

АТ. (Рефлексивность): а=<а. 
А2. (Антисимметричность): если ав п b<a, то a=b. 
АЗ. (Транзитивность): если ав и = с, то а=с. 

Эти три свойства называются аксиомами порядка. Кроме от- 
ношения сравнимости целых чисел аксиомам порядка удовлетво- 
ряет также отношение включения < между множествами. Если 
в нскотором множестве С определено бинарное отношение, <, 
удовлетворяющее аксиомам А1—АЗ, то С называется упорядо- 
ченным множеством. Если для произвольных двух элементов, Хх, 
уЕС, обязательно либо ж=у, либо ух, то такую упорядочен- 
ность называют полной; в противном случае говорят о частичной 
упорядоченности. Отношение больше — меньше в & является от- 
ношением полной упорядоченности. 

Минимальным элементом непустого подмножества $ упоря- 
доченного подмножества С называется элемент $=5 такой, что 
$<х для любого хе. 

Упражнение 1.1. Покажите, что если непустое подмноже- 
ство ® упорядоченного множества С имеет минимальный элемент, 
то он единствен. 

Решение. Предположим, что $ и 5$’ — два минимальных элемента подмно- 
жества $. Тогда, по опрелеленню, S<S’ un S’<s. Следовательно, в силу аксиомы 
антисимметричности $5= 57. 
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Если произвольное непустое подмножество упорядоченного 
множества С имеет минимальный элемент, то С называется впол- 
не упорядоченным множеством. 

Изложение общей теории целых чисел не является целью 
данной книги, и поэтому следующую теорему приведем здесь без 
доказательства, полагая, что читатель знаком с основными свой- 
ствами четырех арифметических операций и при необходимости 
может обратиться к более полным монографиям |1, 2]. 

Теорема 1.1. Множество всех Целых положительных чисел яв- 
ляется вполне упорядоченным множеством относительно отноше- 
ния больше — меньше, и его минимальным элементом является 
число 1. 

Например, минимальный элемент множества положительных 
четных чисел число 2. Множество всех целых чисел 2 минималь- 
ного элемента не имеет и поэтому не является вполне упорядо- 
ченным множеством. 

Следствие из теоремы 1.1. Пусть некоторое множество целых 
положительных чисел 5 удовлетворяет следующим условиям: 
1) 1=е5; 2) если пех, то п+1е5. Тогда $=7+. 

Доказательство. Пусть 5’ — множество целых положительных 
чисел, не входящих в $. Покажем, что 5’=@. Если $’ не пусто, 
то оно имеет минимальный элемент; обозначим его через 5’. Так 
как $’=5”, то $’'=|1 и, следовательно, $'—1 является целым поло- 
жительным числом и, значит, принадлежит $. В таком случае, 
по второму условию $5$’'Е$5. Имеет место противоречие. 

Следствие дает следующий закон индукции. 
Закон индукции. Пусть каждому целому положительному 

числу п соответствует некоторое истинное или ложное суждение 
Р(п). Если 1) Р (1) истинно и 2) для всех РеЕЙ+ можно дока- 
зать, что из истинности Р(Е) следует истинность Р(Е+1), то су- 
ждение Р(п) будет истинным для всех целых положительных 
чисел пеЕЙ\. 

Закон индукции можно модифицировать, если заменить вто- 
рое условие следующим: если для всех РЕЙ+Т можно доказать, 
что из истинности Р(1), ...,. Р(Р) следует истинность Р(Е-+1). До- 
казательство этого факта можно провести по аналогии с доказа- 
тельством следствия из теоремы 1.1; читателям предлагается про- 
вести его самостоятельно. 

Если для чисел а, 6, деЕЙ выполняется соотношение а=бд, то 
говорят, что а является кратным 6, а Ь — делителем а. При этом 
также говорят, что $ делит а, и записывают это следующим обра- 
зом: 6] а. В противном случае пишут 61 а. 
Очевидно, выполняются следующие свойства: 

Закон рефлексивности: 

aja. (1.1) 

Закон транзитивности: если 

аби Вс, To alc. (1.2)



Закон антисимметричности, вообще говоря, не выполняется. 
Так, например, числа 2 и —2 делят друг друга, но равными не яв- 
ляются. Основные свойства четырех арифметических операций над 
целыми числами предполагаются читателям хорошо известными. 
Ноэтому следующая теорема, иепосредственно из них вытекающая, 
здесь приводится без доказательства. 

Теорема 1.2. Делителями числа 1 являются только +1 и —1. 
Следствие 1 из теоремы 1.2. Если а] В и bla, Tro a=b unu a= 

—=— 6. 

Доказательство. Так как а=б64 и 6 =а4?2, то а=а:42. Поэтому 
] = 0142 и, согласно теореме, 4.=-1. 

Это следствие показывает, что в множестве целых положитель- 
ных чисел закон антисимметричности выполняется. 

Следствие 2 из теоремы 1.2. Если а, b&Zt, albu bla, To a=6b. 
Как следует из свойств (1.1), (1.2) и следствия 2, бинарное от- 

ношение | (называемое делимостью) в множестве натуральных 
чисел 7+ является отношением порядка, удовлетворяющим аксио- 
мам А.1—А.3. Таким образом одно и то же множество может быть 
упорядочено по-разному, а следовательно, всякий раз, когда в 
этом есть необходимость, необходимо ясно указывать, с помошью 
какого бинарного отношения, (Zt, <) или <7+, |), осуществляется 
упорядочивание. Так как 2#Зн 31 2, то в 2+ отношение | являет- 
ся отношением частичной упорядоченности. Далее, так как мно- 
жество {пеЕЕЙ+ | п>1} не имеет минимального элемента, то. оче- 
видно, что Д+ не является вполне упорядоченным множеством от- 
носительно отношения порядка | 

Наиболее часто используемые свойства делимости содержатся 
в следующих двух теоремах. 

Теорема 1.3. Если все целые числа, входящие в равенство 
Е-+1-+ .. +т=р+9+ ... +$, за исключением одного, являются 
кратными числа 6, то и это оставшееся число является кратным 6. 

Теорема 1.4. Для произвольного целого числа аеЙ и целого по- 
ложительного числа феЕЙ+ однозначно определяются частное ди 
остаток г, такие, что 

a=bg+r, O<r<b. (1.3) 

Предположим, что непустое множество целых чисел 3 замкнуто 
относительно операций сложения и вычитания. Другими слова- 
ми, будем считать, что для произвольных чисел а, 6ЕЗ их сумма 
а--6 и разность а— 6 также являются элементами $. Предполо- 
жим, что $ содержит элемент а=0. Тогда а-а=0 и, следователь- 
HO, O—a=—aeS. Поскольку либо а, либо —а — целое положи- 
тельное число, 5 содержит, по крайней мере, одно целое положи- 
тельное число. Следовательно, в 5 имеется минимальное положи- 
тельное целое число 6. 

По индукции можно доказать, что в $ содержатся и все чис- 
ла, кратные 6b. Действительно, 26=6-6 входит в $, З6=26-+ 6 
также входит в $ ит. п. Так как — беЕ$, то же верно для чисел 
—2b, —3b, ... 
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Если разделить произвольное число ае$ на 6, то можно най- 
ти частное 4 и остаток г, удовлетворяющие (1.3). Так как а=5$ и 
69=5, то г=а— де. Таким образом, если г>0, то неравенство 
г«Ь противоречит тому, что 6 — это минимальное целое число в 
$. Следовательно, г=0, и а кратно 65. Отсюда получаем следую- 
шую теорему. 

Теорема 1.5. Непустое множество целых чисел, замкнутое от- 
носительно операций сложения и вычитания, состоит либо только 
из одного числа 0, либо в нем имеется минимальное положи- 
тельное целое число Ь и множество состоит из всех чисел, крат- 
ных 6. 

1.2. Наибольший общий делитель 

Число р называется общим кратным чисел а, 0, ..., р если 
оно кратно каждому из них. Очевидно, что множество $ всех об- 
щих кратных чисел а, 6, ..., [ замкнуто относительно операций 
сложения н вычитания. За исключением случая, когда одно из чи- 
сел а, 6, ..., Гравно 0, когда $ состоит только из одного числа 0, 
в & всегда имеется минимальное положительное целое число (те- 
орема 1.5). Это число называется наименьшим общим кратным. 
В данной главе оно обозначается через [а, 6, ..., Ц. Другими сло- 
вами, наименьшим общим кратным некоторой совокупности от- 
личных от 0 целых чисел называется положительное целое число, 
являющееся наименьшим в совокупности всех общих кратных 
этих чисел. Согласно теореме 1.5, множество всех общих кратных 
< совпадает с множеством всех чисел, кратных наименьшему об- 
щему кратному. 

Число р называется обшим делителем числа а, В, ..., если 
оно является делителем каждого из них. За исключением крайне- 
го случая, когда все числа а, 6, ..., [ равны 0, среди общих дели- 
телей имеется наибольший, поскольку все они по абсолютной ве- 
личине не превосходят наименьшего из |а|, |6], ..., ||. Этот де- 
литель называется наибольшим общим делителем, в данной главе 
он обозначается через (а, В, ..., [). Если (а, 6, ..., [) =1, то числа 
а, Ь,.. [Г называют взаимио простыми. 

Упражнение 1.2. Если аеЙ+, то (а, 0) =а; если — аеЙ+, 
TO (a, 0) =—a. 

Упражнение 1.3. Покажите, что если bla u bE&Zt, TO MHO- 
жество общих делителей чисел а и В и множество делителей Ob 
совпадают и, в частности, (а, 6) =6. 

Решение. Ясно, что общий делитель а и $ является делителем 65. Наоборот, 
если х|6, то х|а (так как Ы|а), т. е. х является общим делителем а и 6. Сле- 
довательно, совокупность общих делителей чисел а и b совпадает с совокуп- 

ностью делителей $. Так как Ве=Й+, то среди делителей числа 6 наибольшим 
является оно само, так что (а, 65) =6. 

Упражнение 1.4. Покажите, что если а=фа-г, то сово- 
куппость общих делителей чисел а и & совпадает с совокупностью 
общих делителей чисел 6 иги, в частности, (а, 6) = (6, г). 
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Решение. Следует показать, что общий делитель чисел а и 6 является де- 
лителем 6, а следовательно, и общим делителем В иг и что аналогично общий 
делитель 6 и г является общим делителем чисел а и 6. 

Упражнения 1.3 и 1.4 приводят к следующему алгоритму Ев- 
клида для определения наибольшего общего делителя (а, 8) чи- 
cen a, b&Zt: 

  

а= в: го, 0<г.—< в; 

== г. 92-|- Гз» 0<7:< го; 

Га = Гзз- Га, 0< 7. < г.; (1.4) 

Tn—2=ln—-14n-1 tn» < г, < тии; 

Гт-1— Гл дп. J 

Заметим, что остаток в этих равенствах с каждым шагом 
уменьшается, а поэтому процесс деления через некоторое число 
шагов заканчивается. Так как (а, 6) = (5, г2), (6, г2) = (го, Гз), ..., 
то 

  

(а, 6) = (ил Гл). (1.5) 

Например, 

2311525 
2 1462 

63 | 231 

31189. 
42 | 63 ‘18 

“21 | 42 
2 | 42 

0 

Далее, из (1.4) получаем, что 

Го =a-+(—4q,) b, 

Гз = (— 92) а- (1-Е 91 42) 6. 

Продолжая этот процесс, находим такие $, [=, что гг =за- №. 
Таким образом, получим следующую лемму. 

Лемма 1.1. Для любых двух целых не равных одновременно 
нулю чисел а и $ существуют числа $, [ЕЕЙ такие, что 

(a, b)=sa- tb. (1.6) 

Пусть $ — множество всех целых чисел, получающихся при 
сложении кратных числа а с кратными числа Б, т. е. 

$ == {ЕЙ п = за-Н №, =}. 
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Очевидно, что $ замкнуто относительно операций сложения ивы- 
читания. В самом деле, 

(Sy a-+ £4) =E (Sq. 6) = (51 = )а- (& =Ь)5. 
Так как а и 6 одновременно не равны нулю, то в $ содержатся 
числа, отличные от 0. Следовательно, согласно теореме 1.5, в $ 
имеется минимальное целое положительное число 

k=s'a+t'b, (1.7) 
и $ совпадает с совокупностью кратных этого числа А. Поэтому 

ki(a, 5). (1.8) 

Однако, (а, 6) |аи (а, Ь) | 6, так что в силу (1.7) 

(а, БА. (1.9) 

Из (1.8), (1.9) и следствия 2 из теоремы 1.2 вытекает, что 
(а, В) =К. 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 1.6. Пусть а и БЬ — два целых числа, одновременно не 

равных 0. Минимальное целое положительное число в множестве 
всех чисел вида за-+1, где $ и { — произвольные целые числа, 
является наибольшим общим делителем (а, 6) чисел а и 6. 

Заметим, что если с|аи С], то в силу (1.6) с] (а, 6), т. е. что 
множество общих делителей чисел а и В совпадает с множеством 
делителей числа (а, 6). 

Теорема 1.7. Если (а, 6) =1, В]|ас, то Ь|с. 
Доказательство. Как следует из леммы 1.1, существуют такие 

числа $, (ЕЙ, что за =1. Если это равенство умножить на с 
и подставить ас=фа, то получим, что $69 -Н®с=с, т. е. b(sgt+ 
+tc)=c. 
Упражнение 1.5. Покажите, что если теЕЙ+, то (am, bm)= 

=т (а, 6). 

Последнее утверждение можно доказать различными способами. Например, 
можно умиожить на т каждое из равенств в (1.4). Так как иа т умножа- 
ются все числа а, 6. Го, ..., Ги, ТО ТО же самое происходит и с числами (0, ..., дл. 
Также просто можно доказать и следующее утверждение. 

Упражнение 1.6. Если теЙ+, т|а, т], то (а/т, В/т) = 

= (а, 6) [т и, в частности, (а/(а, 6), b/(a, b))=1. 

Для того чтобы исследовать связь между наименьшим общим кратиым и 
наибольшим общим делителем, можно ограничиться рассмотрением целых по- 
ложительных чисел. Пусть а, БбеЕЙ+ и (а, 5) =а. Если а=а@4 и 6=Ы а, то 
из леммы 1.6 следует, что (а, 61) =1. Пусть т — общее кратное чисел а и 
b. Tlockonpky m=ak=a,dk nu b=h,d|m, to В аи. 

Замечая, что (а, В) =1, отсюда и из теоремы 1.7 получаем, что В, |. По- 
лагая =, получаем 

ab 
m= (a; by = +. (1.10) 

Следовательно, в таком виде можио представить произвольиое общее кратиое 
чисел а и 65. Обратно, любое число такого вида является общим кратиым а и 
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Ь. Следовательно, нанменьшее общее кратное получается при подстановке #=1, 
так что 

ab 

(a, 6) 
В заключение рассмотрим способ определения наиболынего 

общего делителя и наименьшего общего кратного совокупности 

  [а, 6] = (1.11) 

а, а, ..., аа более двух целых чисел. Имеем 

(a,, аз) — 4.5, (4, аз) — ds, sees (dn-1, а») — Ч; 

[а1, а] = ть, [ть, аз] = Msg,...; [Тиз аз] — Та. 

Отсюда видно, что 4. и т» являются соответственно наибольшим 
общим делителем и наименьшим общим кратным чисел ау, ..., An- 

1.3. Разложение на простые сомножители 

Произвольное целое положительное число а всегда имеет де- 
лители а и 1. Если целое положительное число р>1 не имеет 
других делителей кроме р и 1, то оно называется простым. 
Положительные целые числа, не являющиеся простыми и боль- 
шие |, называют составленными. 

Для перечисления всех простых чисел, не превосходящих за- 
данное положительное целое число №, существует так называе- 
мый метод «решета Эратосфена», заключающийся в следующем. 
Выписываются числа 

1, 2,..., М. (1.12) 

Число | не является простым, а поэтому из этой совокупности 
вычеркивается. Число 2 является простым и поэтому оставляет- 
ся. Далее из совокупности (1.12) вычеркиваются все кратные 
числа 2. Наименьшее из оставшихся — число 3, оно простое, а 
поэтому также оставляется. Все кратные числа 3 из совокупности 
(1.12) вычеркиваются. Повторяя эти операции, можно получить 
все простые числа, содержащиеся в совокупности (1.12). 

Теорема 1.8. Если а — целое положительное число, большее 1, 
то минимальный отличный от | положительный делитель а явля- 
ется простым числом. 

Доказательство. Пусть 9>] — минимальный отличный от | 
положительный делитель числа а>1. Если 4 — составное число, 
что (=0192, 9>9.>1, 9>42>1, а следовательно, 091 и 42 являются 
делителями а, меньшими чем д. Получили противоречие. 

Простые числа, являющиеся делителями целого числа а, назы- 
ваются простыми сомножителями а. 

Теорема 1.9. Если р — простое число, то для произвольного 
целого числа а либо р|а, либо (р, а) =1. 

Доказательство. Так как положительными делителями р яв- 
ляются лишь числа ри 1, то либо (р, а) =р, либо (р, а) =1. В 
первом случае р|а. 

пеорема 1.10. Если р — простое число и р|аб, то либо р|а, ли- 
бо рб. 
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Доказательство. Если рта, то по предыдущей — теореме 
(р, а) =1. Так как р|аб, то из теоремы 1.7 следует, что р|6. 

Следствие. Если р — простое число и р|а!а> ... ат, то р|а: при 
некотором 1=#= 17. 

Теорема 1.11. (Основная теорема элементарной теории чисел). 
Любое целое число, большее |, однозначно разлагается в произ- 
ведение простых чисел. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное целое число a>l. 
Если р, — минимальный простой сомножитель а, то а=р!а!. Если 
а>Ги р2 — минимальный простой сомножитель а, то а=р?а>. 
Этот процесс можно продолжить. Так как а>а!>а>2> ..., то в 
некоторый момент а„=1|, и процесс закончится. При этом число 
ат =р», будет простым. 

Таким образом, 

а — р: Р2..-Рп, (1.13) 

т. е. а разлагается в произведение простых чисел. 
Пусть а другим способом разлагается в произведение простых 

чисел: а= 0102 ... 9т. Тогда 

р Рэ.--Ри = 01 92-- .9т- (1.14) 
Так как простое число р, делит правую часть последнего равенст- 
ва, то, согласно следствию из теоремы 1.10, р, также делит одно 
из чисел Ода, ..., ди. Без ограничения общности можно считать, 
что р!| 91. Так как (ри, 91) =р!>1, то, согласно теореме 1.10, 91 |ри. 
Отсюда и из следствия 2 теоремы 1.2 получаем, что р, =0и. Разде- 
лив обе части равенства (1.14) на р, =9:, приходим к равенству 

Рз-.-Рп = 92-. -9т- (1.15) 
Повторяя эту процедуру достаточное число раз, получаем 

n=m, pp=q;, (t=1, 2,..., n). (1.16) 

При разложении на простые сомножители (1.13) некоторые 
простые сомножители могут совпадать. Поэтому часто использу- 
ется стандартное разложение 

a= py р2*.. „Ри, (1.17) 

ГДе ал, а, ..., аЕЕЙ+ н рь, .... Рь — различные простые чигла. 
Следствие из теоремы 1.11. Если (1.17) — стандартное разло- 

жение числа а>]1 на простые сомножители, то стандартное разло- 
жение числа 4ЕЕЙ+, 4|а имеет вид 

а = р! рь*...рь», 

0<f; <a, (i=1,..., 2). (1.18) 
Упражнение 1.7. 588 800=25.3-53.72. 
Упражнение 1.8. Пусть (1.17) — стандартное разложение 

положительного целого числа а>1 на простые множители. Тогда 
общее число всех различных положительных делителей числа a 
задается равенством 

T (a) = (& + 1) (@_+ 1)...(@, + 1). (1.19) 
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Решение. Положительные делители имеют вид (1.18), где в качестве В; 
можно взять любое значение от 0 до а:. Следовательно, Вл, ... Вх можно вы- 
брать (0+1) (<2+1) ... (ак«-+Т) различными ‹пособами. Так как разложение 
на простые множнтели единственно, то все получающиеся делителн будут раз- 
личными. 

Предположим, что задана некоторая функция © (п), определенная для всех 
целых положительных чисел. Для пронзвольного положительного целого чис- 
ла а сумма значений функции 2 (4) во всех целых числах 6, которые явля- 
ются положительными делителями а, обозначается через 

Уа(а). (1.20) 
dla 

Например, если а=б, то указанная сумма равна &(1)+5(2)+2(3) + 5(6). За- 
метнм, что для т(а) 

с (а)= №1, (1.21) 
dja 

что соответствует функции (п) ==1. 

1.4. Сравнимость целых чисел 

Рассмотрим остатки, которые получаются при делении целых 
чисел на число те=Й+, называемое модулем. Целые числа ан 6 
называются сравнимыми по модулю т, если т|(а—6). Символи- 
чески это записывается следующим образом: 

a= b (тод п). (1.22) 

Деля числа а и в на т, получаем 

a=mgtr, 0<и<т; 

6b=mqtrn, ОГ. м. 

Ясно, что а и В сравнимы по модулю т тогда и только тогда, 
когда г! =г2. Отношение сравнимости удовлетворяет следующим 
законам. 

А.1. (Рефлексивность): а==а. 
А.2. (Симметричность): если а==, то Б==а. 
А.3. (Транзитивность): если a=b u b=c, TO a=c. 
С помощью определения сравнимости можно легко убедиться 

в справедливости следующих утверждений. 
Теорема 1.12. К любой из частей сравнения можно прибавить 

число, кратное модулю. Обе части сравнения можно сложить с 
одним и тем же целым числом. Кроме того, обе части сравнения 
можно умножить на одно и то же целое число. Другими словами, 
если а=р(то@ т) и РЕЕЙ, то 

at+mk=b, atk=b+k, ak=bk(modm). 

Теорема 1.13. Сравнения можно почленно складывать и умно- 
жать. А именно, если а1==8., аг==62 (то т), то 

Q, + 4, == 5,+5,, a, A, = b, 6, (mod m). 

Сравнение остается справедливым при умножении обеих его 
частей на одно и то же число, однако при делении обеих частей 
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на одно и то же число оно может нарушаться. А именно, из срав- 
нения са==Сь (то т), вообще говоря, еще не следует, что а== 
=6 (то т). Например, в этом можно убедиться, если рассмот- 
реть сравненне с с=5, а=1, 6=2, т=5. С этим свойством срав- 
нений связана следующая теорема. 

Теорема 1.14. Если ca=cb(mod m) u (c, m)=1, To a= 

=b(mod m). 
Доказательство. Так как т|с(а—6), (с, т) =1, то, согласно те- 

opeme 1.7, m|(a—b), T. e. a=b(mod т). 

Упражнение 1.9. Если a=b(mod т), то (а, т) = (6, т). 

Решенне. Следует равенства а= т -+6 и упражнения 1.4. 

Предположим, что на множестве С определено отношение 
сравнения, удовлетворяющее законам А.1—А.3. Отношение, удо- 
влетворяющее этим законам, называют отношением эквивалент- 
ности. При этом совокупность элементов, эквивалентных элемен- 
ту а С, 

C= {0&Gla = b} (1.23): 

называют классом эквивалентности, определяемым элементом а. 
Так как по закону рефлексивности а=а, то аеС. и С.5-Э. 

Два класса эквивалентности Са, Сь либо не имеют общих эле- 
ментов вообще, либо совпадают, т. е. 

С.ПСь= ® или С. =С,. (1.24) 

Пусть первое из этих соотношений не выполняется. Тогда найдет- 
ся такой элемент ХЕЕС, что хЕЕСа и хЕЕСЬ, т. е. а==х и b=x. O7- 
нако в этом случае из закона симметричности отношения эквива- 
лентности следует, что а==х, х==_Ь, а из закона транзитивности, 
что а==. Отсюда видно, что если a=y, TO D=y, и, наоборот, 
если 6==у, то а=и. Следовательно, Се=СЬ. 

Каждый элемент С принадлежит одному и только одному 
классу эквивалентности, а поэтому можно говорить о разбиении 
С на классы эквивалентности. Остановимся на разбиении множе- 
ства целых чисел 7 на классы эквивалентности с помощью отно- 
шения эквивалентности == (то т). Для простоты классы экви- 
валентности будем определять посредством остатков О, 1, 2, ...,. 
т— 1, получающихся при делении целых чисел на т: 

Co= {..., —2m, —m, 0, m, 2m,...}, 

C,={..., —2m+1, —m+], 1, m+1, 2m+], ...}; (1.25) 

Cm-1= {.... —m—1, —1, m—1, 2m—1, 3m—1,...}. 

Такое разбиение часто называют разбиением на классы вычетов 
по модулю т. При этом классы эквивалентности (вычетов) мо- 
гут обозначаться через 

(бы (т. (Пи, (1.26) 
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В общем случае, класс вычетов, содержащий произвольное целое 
число а, условимся обозначать через (а). 

Если взять по одному числу в каждом из т классов вычетов 
(O)m, (1)m, .., (M—1)m, то полученная совокупность целых чисел 
будет называться полной системой вычетов. Например, полной 
системой вычетов является совокупность {0, 1, ..., #—1}, которая 
получается, если выбрать в каждом из т смежных классов наи- 
меньший неотрицательный вычет. 

Теорема 1.15. Если никакие два числа из заданного множест- 
ва целых чисел @1, .., ат не сравнимы между собой по модулю 
т, то это множество является полной системой вычетов по мо- 
дулю т. 

Так как никакие два числа не принадлежат одному и тому же 
классу вычетов, то ясно, что эта совокупность из т целых чисел 
получена выбором ровно одного представителя из каждого из т 
классов вычетов. 

Следствие из теоремы 1.15. Пусть (с, т) =1. Тогда, если {@1, ... 
... ат} — полная система вычетов по модулю т и В — целое чис- 
ло, то совокупность {са,-Ь, ..., Cam+6} также будет полной си- 
стемой вычетов по модулю т. 

Доказательство. Пусть #5=]. Если предположить, что ca;+b= 
==са, + (по4 т), то нетрудно прийти к противоречию. Действи- 
тельно, прибавляя к обеим частям последнего сравнения — 6, по- 
лучаем са:==са;(то@ т). Так как (с, т) =1, то, согласно теореме 
1.14, а:==а;(то@ т). Это противоречит тому, что {а1, ..., @т} яв- 
ляется полной системой вычетов. 

Рассмотрим сравнение первого порядка, содержащее неизвест- 
ное число х: 

== 6 (пой т). (1.27) 
Это сравнение, вообще говоря, может не иметь решения; напри- 
мер, 2х==3 или 2х—3==0 (то 2). Так как 2х является четным 
числом при любом х, то 2х—3 будет нечетным и, следовательно, 
никогда не кратно двум. Однако если сравнение имеет хотя бы 
одно решение х, то легко видеть, что решениями сравнения (1.27) 
будут все целые числа, сравнимые с х по модулю т. Из сущест- 
вования решения не следует, что совокупность всех решений сов- 
падает в точности с одним классом вычетов. Например, рассмот- 
рим сравнение 2х==0(то4 4), решения которого х=0 и х=2. В 
этом случае оба класса вычетов {..., —8, —4, 0, 4, 8, ...}, {.., — 
—2, 2, 6, ...} дают решения рассматриваемого сравнения. 

Следующая теорема относится к случаю, когда все решения 
сравнения составляют ровно один класс вычетов. 

Теорема 1.16. Если (а, т) =1, то сравнение ах==Ь(той т) 
имеет решение в целых числах; совокупность всех его решений со- 
ставляет один класс вычетов. 

Доказательство. Согласно лемме 1.1, существуют такие числа 
5 и 2, что 5а+рт=1. Умножая это равенство на ВБ, получаем 
а (56) + (5) т= —=6, т. е. а($6) == (то т). Поэтому х= $ является 
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решением рассматриваемого сравнения, при этом решениями ока- 
зываются также все целые числа, сравнимые с $6 по модулю т. 

Если числа хи и х2 являются решениями, то ах ==ах. (той т). 
Отсюда из равенства (а, 6) =1| и теоремы 1.14 следует, что х!== 
== 7. (mod m). 

Упражнение 1.10. Решите сравнение бх= 1 (то@7). 

Решение. Полставим вместо х в это сравненне числа 0, 1, .., 6. Получим: 
6-0=0, 6-1=6, 6-2=12=5,6-3=18=4, 6-4=24=3, 6-5—30=2, 6-6= 
==36=1 (mod 7). Отсюда следует, что совокупностью решений является класс 
вычетов (6).={..., —8, —1, 6, 13, ...}. 

1.5. Области целостности и поля 

До сих пор мы пользовались четырьмя арифметическими опе- 
рациями над целыми числами, считая их свойства известными. 
В этом параграфе будут рассмотрены фундаментальные свойства 
арифметических операций. 

В множестве целых чисел Ё определены две операции: сложе- 
ние «+» и умножение «<->. Вначале перечислим их основные свой- 
ства. 

Al. Ассоциативность сложения: (х-иу) +2=х- (у-+2). 
А.2. Коммутативность сложения: х-и=и-х. 
Из ассоциативности сложения следует, что при сложении скоб- 

ки можно расставлять произвольным образом или вообще их не 
писать, т.е. вместо записи (х-+и) +2=х+ (у-+=г) пользоваться 
более краткой записью х-+и-+2. Кроме того, из коммутативности 
следует, что при сложении слагаемые можно менять местами. 

А.3. Существование единичного по сложению элемента. Суще- 
ствует такое число 0, что х+0==х для всех х. 

В множестве целых чисел роль единичного по сложению эле- 
мента играет 0. В единственности такого элемента можно убе- 
диться следующим образом. Если числа 6, 0’ являются единичны- 
ми по сложению элементами, то 0=0-6’=0’-+0=6’. Это озна- 
чает, что роль элемента 0 в множестве целых чисел выполняет 
только число 0. Поэтому далее вместо 6 мы будем писать 0. 

А.4. Существование обратного по сложению элемента. Для 
каждого х существует элемент х’ такой, что хх’ =0. 

В множестве целых чисел роль х’ играет —х. Можно показать, 
что обратный элемент определяется единственным образом. Дей- 
ствительно, если х’, x” — обратные элементы для х, то, прибав- 
ляя к обеим частям равенства О=х-х’ число х”, получаем 

x= 042" =(X' +x) 4 0H 4(x4 x") Hx’ +0=2x'. 

Здесь мы воспользовались ассоциативностью, коммутативностью и 
свойствами единичного по сложению элемента 0. Далее элемент, 
обратный к х, обозначается через —х. 

Разность х—иу определяется формулой х-- (—и). Обратным к 
обратному элементу является исходный элемент, т. е. — (—х) =х. 

Описанными выше свойствами сложение обладает не только 

17



в множестве целых чисел, но, и, например, в множестве всех ра- 
циональных чисел, в множестве всех действительных чисел, в 
множестве всех комплексных чисел. Вообще, множество С с оп- 
ределенной на нем операцией сложения «+», удовлетворяющей 
законам А.1—А.4, называется коммутативной группой (по сло- 
жению). 

Рассмотрим множество классов вычетов по модулю 

бт = (0), (1)„,...› (1—1) п}. (1.28) 

Класс вычетов (1) т представляет собой некоторое множество це- 
лых чисел. Однако при изучении множеств т он рассматривает- 

ся как один элемент. Если 01, а2ЕЕ(а) т, 81, 62 (СВ) т, то согласно 
теореме 1.13, а-+вВ,==а.-+62(то4т), т. е. (@-6,)и= (а2- 62) ж- 
Следовательно, сложение 

(2)m + (8)m = (4+ 5) (1.29) 
однозначно определяет операцию сложения в множестве Zyp. 

Упражнение 1.11. Постройте таблицу сложения в 12. 

Решенне. 

10 (1) 
  

(0), | (0). (1) 
(a 1 (1)2 (0): 

Упражнение 1.12. Постройте таблицу сложения в Z3. 

Решение. 

(0)з (1): (2)з 
    

(0); | (0); (1)з (2) 
(1)з | (1) (2)3 (0)s 
(2)3 | (2)s (0)s (l)s 

Теорема 1.17. 7т является группой по сложению. 
Доказательство. Ассоциативность. Равенство 

((2)m + (8)m) + (Om = (2) mF (Om) + (Om) 
является следствием того, что в силу ассоциативпости сложения 
чисел как левая, так и правая его части равны (а-6-+т)». 

Коммутативность. Равенство (а)т-+ (6) „= (6)м- (а). следует 
из того, что обеего части в силу коммутативности сложения чисел 
говпадают с (а-+6)тж. Очевидно, что единичным по сложению эле- 
ментом в данном случае является класс вычетов (0)„, а обрат- 
ным элементом для класса (а)м — класс (—а) т. 

Умножение целых чисел обладает следующими свойствами. 
А.5. Ассоциативность умножения: а: (6 -с) = (а-6) -с. 
А.6. Коммутативность умножения: a-b=b-c. 
A.7. Существование единичного элемента по умножению. Су- 

ществует элемеит е5-=0 такой, что хе=х для всех х. 
В множестве целых чисел единичным по умножению элемен- 

том является число 1. Как и для сложения, существует только 
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один единичный элемент по умножению. В множестве целых чи- 
сел обратный элемент по умножению, как правило, отсутству- 
ет. Далее единичный элемент по умножению будет обозначаться 
через {| и точка -, обозначающая умножение, будет опускаться. 

А.8. Дистрибутивность. Для производных х, и, 2, х(и- 2) = 
=XY + XZ. 

Из дистрибутивности следуют важные соотношения: 

х0=0 для произвольного х, (1.30) 

х(— 9) = — (xy), (1.31) 

х(и—2) = xy— xz. (1.32) 

Чтобы получить (1.30), к обеим частям равенства х0=х(0-0) = 
=х0-- х0 следует прибавить — (х0). При этом 

O = x0 -+ (—(x0)) = x0 + (x0 + (—(x0))) = x0 +0 =x0. 

Далее из равенства xy+x(—y)=x(y+(—y))=x0=0 следует 
справедливость (1.31). Наконец, из равенств х(у—г)=х(у-+ 
+ (—г)) =ху-х(—=г) =ху—хг вытекает (1.32). 

Так же, как и в случае сложения, можно показать, что соот- 
ношение 

(а)„ (6) т — (ab) (1.33) 

однозначно определяет умножение в Ит- 

Упражнение 1.13. Постройте таблицы умножения в #2 
И £3. 

Решсние. 

| (0) 2 (1)2 | (0); (I)s (2)з 
    

(0), | (0). (0). (0)3 | (0)3 (0)з (0)з 
(1). | (0). (1). (1)з | (0)з (1) (2)3 

(2)3 | (0)3 (2)з (1)з 

Упражнение [.14. Покажите, что умножение в 2.(т> 1) 
удовлетворяет законам А.5—А.8. 

Решение аналогично проверке соответствующих свойств для сложения. 
Единичным по умножению элементом является класс вычетов (1) т (0). 

Умножение в множестве целых чисел обладает, кроме того, 
следующими свойствами. 

А.9. Правило сокращения. Если х5-0 и xy=xz, TO y=z. 
Мы уже неоднократно пользовались тем, что обе части равен- 

ства можно разделить (сократить) на их отличный от нуля об- 
щий множитель. Правило сокращения А.9 эквивалентно следую- 
щему. 

А.9’. Правило сокращения. Если х=-0 и и520, то xy=0. 

Действительно, если допустить, что х==0, и>=0, но ху=0, TO 

хи = хо. 
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Отсюда и из А.9 следует, что у=0. Получили противоречие. Та- 
ким образом, из А.9 следует А.9’. Наоборот, если выполняется 
А.9’, то из равенства ху=х2 следует, что О=ху—ха=х(у— 2). 
Таким образом, если х5Е0, то и—2=0 и y=z. 

Если на множестве С определены операции сложения н ум- 
ножения, удовлетворяющие законам А.1—А.9, то С называется 
областью целостности. 

Если т — составное число, то его можно записать, в виде 
т=аб, причем т>а>Р и т>В>1. Следовательно, (а)т=- (0) т, 
(6) тэ (0) т, но 

()m (6) = (т) т = (0) т, 

т. е. произведение ненулевых элементов равно нулевому. Это 
означает, что в данном случае 2» для составных т не является 
областью целостности. 

Упражнение 1.15. Покажите, что если р — простое число, 
то 2, — область целостности. 

Решение. Пусть (а)р5-(0)р и (8)p%(0)p. Предположим, что ии а, ии 6 
не являются делнтелями р, а (а)р(5)р= (аб) р= (0)р. Тогда р|]аб и, согласно 
теореме 1.10, либо р|а, либо р|5. Получили противоречие. 

В множестве целых чисел 2 обратный по умножению элемент 
может отсутствовать. Однако он всегда существует как в мно- 
жестве рациональных чисел, так и в множестве действительных 
чисел. 

А.10. Существование обратного по умножению элемента. Для 
каждого х5=0 существует элемент x’ такой, что хх’=1. 

Обратный элемент ох’ определяется однозначно; будем обо- 
значать его через х". Из А.10 автоматически следует правило 
сокращения А.9. Действительно, если х=0 и хи=хг, то, умножая 
последнее равенство на х\!, получаем 

ХЕ (ху) = (x71 x) y= Ly= y= x71 (xz) = (x71) z= 1 z=2. 

Если на множестве С определены операции сложения и ум- 
ножения, удовлетворяющие закопам А.1—А.8 и А.10, то С назы- 
вается полем. В поле всегда возможно деление. А именно, если 
и5-=0, то результат деления х на у определяется как ху". Кроме 
поля рациональных чисел и поля действительных чисел существу- 
ют также и другие поля. 

Теорема 1.18. Если р — простое число, то С» является полем. 
Доказательство. Если (а)р1 (0), то рта. Отсюда и из тео- 

ремы 1.9 следует, что (р, а) =1. Согласно теореме 1.12, сравне- 
ние ах==1(то4 р) имеет решение x=b. Tak kak (Q)p(b) p= 
= (26) „= (1), то (В)» является обратным по умножению эле- 
ментом для (а) р. 

Область целостности и поле, содержащие конечное число эле- 
ментов, называются соответственно конечной областью целостно- 
сти и конечным полем. В действительности, можно доказать, что 
конечная область целостности всегда поле [1, 2]. Заметим так- 
же, что Й» является конечной областью целостности из р элемен- 
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тов. Если С — поле, то для каждого элемента совокупности 
(—{0}, получающейся из С удалением единичного по сложению 
элемента 0, существует обратный элемент по умножению, а сле- 
довательно, С— {0} является группой по умножению. 

Для обозначения элементов конечного поля бр вместо (0)>,, 
(1) (2) p, ..., (р-1)› можно просто использовать символы 0, 
|, ..., р. Наиболее широко используемое множество 22 явля- 
ется ‘полем. состоящим из единичного по сложению элемента 0 
и единичного по умножению элемента 1. Согласно упражнениям 
1.11 и 1.13, сложение и умножение в этом поле задаются следую- 

щими формулами: 0+0=0, 04+1=1-0=1, 1+1=0, 0.0=1.0= 
=Q-1=0, 1-!=1. Bce эти равенства, за исключением равенства 
1+1=0, выполняются для единичного по сложению элемента 0@ 
и единичного по умножению элемента | произвольного поля. Ес- 
ли допустить, что в поле, которое не содержит никаких других 
элементов, кроме 0 и 1, сложение таково, что 1+1=—1, To 1+0= 
=1! и, следовательно, для элемента | ие существует обратного по 
сложению элемента. Таким образом, в поле из двух элементов 
должно выполняться равенство 1-1=0. Это означает, что 22 — 
единственное поле, состоящие только из единичного по сложе- 
нию элемента 0 и единичиого по умножению элемента I. 

Задачи 

1.1. Найдите следующие наибольшие общие делители: 
а) (6188, 4709); 6) (81719, 52003, 30107, 33649). 

1.2. Докажите, что если (а, 5) =1, то (ас, 6) = (с, Bb). 
1.3. Покажите, что если (т, т2)=1, то система сравнений 

X==b,(mod m,), x=be(mod m2) имеет решение и, более того, 
множество всех ее решений совпадает с одним из классов выче- 
тов по модулю Mae. 

1.4. Покажите, что если некоторое множество целых чисел $ 
не пусто и замкнуто относительно вычитания, то оно будет замк- 
нутым и относительно сложения. 

1.5. Постройте таблицы сложения и умножения для конечного 
поля Й.. 

Глава 2 

Размещения, сочетания, 

принцип включения — исключения 

2.1. Размещения без повторений 

Способ расположения в определенном порядке некоторого чи- 
сла элементов из заданного множества 5 или, что то же самое, 
способ выбора этих элементов из $, когда существенна последо- 
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вательность выбора элементов, называется размещением. Если 
же последовательность выбора элементов несущественна, то спо- 
с0б выбора называют сочетанием. При этом может допускаться 
или не допускаться повторный выбор одних и тех же элементов. 
Например, когда повторение элементов не допускается, из трех 
элементов, а, В, с, два элемента могут быть выбраны шестью 
различными способамн, если учитывать последовательность вы- 
бора элементов аб, ас, Ба, Бс, са, сё, и тремя различными спо- 
собами, если не учитывать последовательность выбора элементов 
a, 6; а, с; Ь, с. Если же повторение элементов допустимо, то име- 
ется девять размещений аа, аб, ас, Ба, 66, Ьс, са, с, сс и шесть 
сочетаний а, а; а, 6; а, с; Ь, В; Б, с; С, С. 

Общее число размещений без повторения из п различных эле- 
ментов по г обозначается через „Р;. Нетрудно видеть, что 

nPp=n(n—1)...(n—r4+1), nor. (2.1) 

Так как повторение элементов не допускается, то всегда 
пг. Будем считать, что при г=0 имеется одно размещение (эле- 
менты вообще не выбираются), т. е. положим 

nPy = 1. (2.1)' 
Размещение г элементов можно представлять себе как заполне- 
ние некоторых г позиций элементами заданного множества. При 
этом первую позицию можно заполнить п различными способа- 
ми. После того, как 1-я позиция заполнена, элемент для запол- 
нения 2-й позиции можио выбрать (п—1) способами. Если этот 
процесс продолжить, то после заполнения позиций с 1-й по 
(Г-—1)-ю будет иметься (n—r+1) способов заполнения послед- 
ней, г-й позиции. Перемножая эти числа, мы получаем формулу 
(2.1). Произведение, стоящее в правой части (2.1), в этом и по- 
следующих параграфах обозначается через п®. В частном 
случае, когда п==г, имеем 

„Ра. =п(п—1)...3-2.1 = (2.2) 
Число различных сочетаний без повторения п различных предме- 
тов будем обозначать через „С;. Заметим, что каждому сочета- 
нию соответствует г! различных способов упорядочения входя- 
щих в него элементов. Если такое упорядочение провести для 
всех сочетаний, то мы получим все размещения без повторения 
из п различных элементов по г и, следовательно, 

nor = пРь _ a (n— l)...(n—r— 1) 

r! ri 
    ‚>|. (2.3) 

Будем считать, что при г=0 имеется одна возможность для 
выбора элементов — вообще их не выбирать, так что 

nlo — А. (2.3) 

Быражения, стоящие в правой части (2.3), называют биномиаль- 
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ными коэффициентами и обозначают часто через (7). При 

  

этом 

(")= n(n—l)...(n—r-+ 1) _ п! ‚ п>г>0, (2.4) 

r rt г! (n—r)! 

где 0!=1. (2.5) 
Из формулы (2.4) видно, что 

(")=( n ), O<r<n. (2.6) 
r n—r 

Равенство (2.4) можно получить, не пользуясь формулой 
(2.4), с помощью следующего рассуждения. Так как каждому 
сочетанию из п различных элементов по г соответствует сочета- 
ние, состоящее из п—г оставшихся элементов, то ясно, что число 
сочетаний из п элементов по г равно числу сочетаний из п эле- 
ментов по (п—г). С помощью аналогичных рассуждений можно 
убедиться в справедливости следующей формулы: 

(1-9). тя en r—]1 г \ 

Действительно, отметим один из п--1 различных элементов. Вы- 
бор г элементов, включающий отмеченный элемент, эквивален- 
тен выбору (г—1) элементов из п неотмеченных элементов. Чис- 
ло таких способов выбора соответствует первому слагаемому в 
левой части (2.7). В то же время число способов выбора г эле- 
ментов, не включая в их число отмеченный элемент, равно числу 
сочетаний из п различных не отмеченных элементов по г; это да- 
ет второе слагаемое в правой части (2.7). 

Общий член разложения произведения 

(x+y)"= (x+y) (ХНУ... У) 

имеет вид с,Х"у"-". Заметим, что в правой части этого равенства 
произведение хг’ут-т можно получить, взяв элемент х из г сомно- 
жителей ху (которые можно выбрать произвольным образом 
из п сомножителей, входящих в произведение) и элемент у из ос- 
ставшихся (п—г) сомножителей. Следовательно, с,=„С‚„ и мы 
получаем следующую важную теорему о разложении бинома: 

    

(x+ y)"= >) ( . xt yn", (2.8) 
г—0 \ Г 

Полагая х=иу=| и х=—1, УИ=|1, можно получить следующие 
формулы: 

> ("2 хи") =0 (2.9) 
0 Г r=0 r 

С помощью (2.7) легко построить таблицу биномиальных коэф- 
фициентов. Эта таблица называется треугольником Паскаля и 
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может быть построена строка за строкой сверху вниз с помощью 
следующего правила: каждый элемент треугольника есть сумма 
двух его элементов, расположенных выше него слева и справа. 
Поперечным сечением пирамиды Паскаля является последова- 
тельность коэффициентов из разложения бинома (2.8), т. е. по- 
следовательность биномиальных коэффициентов. 

[1 по вертикали п=1,2,3,... 

121 по горизонтали 7=0,1,2,... 

1331 

14641 

п 

Упражнение 2.1. Докажите равенство "(1 ° = 0, 
-— Г r=] 

п> |. 

n n— | 
Решение 1. Из (2.4) следует, что ‚| , )=n/( ). Полагая г—1=А, 

г—1 
получаем 

п п a} n—] 

nA )=--% (— 9 ( ). 
г] r k=0 Е 

Согласно (2.9), последнее выражение равно нулю. 
Решение 2. Полагая в (2.8) y=1 1 x=—w, получим 

a n 
И "= (1 ( )ы 

r=0 Г 

Дифференцируя это равенство по &, имеем 

—n(1—w)?—! —») r(— 1" ( . 7 
r=! 

и, полагая далее w—=1, nonyyaem HyKHOe paBeHCTBO. 

Упражнение 2.2. Найдите число способов, которыми 
можно расставить п человек по кругу, т. е. число кольцевых по- 
следовательностей. При расположении по кругу абсолютное по- 
ложение каждого человека не важно; во внимание следует при- 
нимать только их относительное расположение друг относитель- 
но друга. Например, три способа расстановки, показанные на 
рис. 2.1, приводят к одинаковым кольцевым — последователь- 
HOCTAM. 

Решение. Попытаемся разместить пл человек на прямой линии и далее за- 
мкнуть концы этой последовательности в кольцо. Число способов размещения п 

а С д 

Рис. 2.1. Кольцевые последо- 
6 Z a 4 вательности и их представле- 

ние на окружности 
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человек на прямой равно л!. Однако при этом следующие п последовательно- 
стей: 

9143... пл @п, @3 Хз... @п Ц1,..., @п 21... On—g An—1, 

каждая из которых получается в результате сдвига влево предыдущей после- 
довательности и переноса крайнего левого элемента на освободившееся место 
крайнего правого элемента, приводят к одинаковым кольцевым последователь- 
ностям. Следовательно, общее число кольцевых последовательностей равно 

т/п == (п — 1)!. 

2.2. Размещения и сочетания с повторениями 

Общее число размещений с повторениями г элементов, взя+ 
тых из совокупности п различных элементов, равно 

n, r>0. (2.109 

В отличие от выражения (2.!} для размещения без повторе- 
ний, здесь г может превосходить п. Будем считать, что при г=0 
имеется один способ размещения элементов, т. е. п0=1. При 
г>0 число способов заполнения 1-й позиции равно п, 2-ю пози- 
цию Также можно заполнить п способами и т. д. Следовательно, 
общее число размещений равно пг. 

Буквы английского алфавита и другие символы, используе- 
мые при передаче информации, часто представляются в виде дво- 
ичных последовательностей определенной длины. Например, не- 
который символ может быть представлен с помощью последова- 
тельности 

a= (Qi, Qe, ..., ап), (2.11) 

компоненты которой равны 0 или 1. Максимальное число знаков, 
которые могут быть представлены с помощью / двоичных симво- 
лов ([ бит), равно числу размещений с повторениями [ элемен- 
тов из множества, содержащего два различных элемента (0 и 
1), т. е. 

2'. (2.12) 

Найдем далее число сочетаний с повторениями из п различ- 
ных элементов по г. Пусть п различных элементов — это CHMBO- 
лы а, ао, ..., Qn. Число символов а, входящих в сочетание из г 
элементов с повторениями, обозначим через хи, аналогично чис- 
ло символов @2 — через х2, ..., число символов аи — через хи. 
При этом 

ж-Нх.-... + хл =; | 

х1 > 0, хз > 0...., Xn = 9. 

Заметим, что каждый символ а; вообще говоря, не обязан 
входить в каждое сочетание. При этом мы можем к уже имею- 
щимся в сочетании символам добавить один символ а, один 
символ (2, ..., ОДИН СИМВОЛ аи и, таким образом, получить новое 
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сочетацие со следующим свойством. Число у; символов а; в но- 
вом сочетании равно х;- | и 

Yt Yet... Fyn ante; 

y, > 0, И. > 0,..., y, > 0. 

Если одинаковые элементы, входящие в сочетание, объединить 
в группы и расположить группы элементов друг за другом, по- 
мещая между группами разделительную вертикальную черту, 
получится следующая последовательность: 

@1...@@2...@51...|@...@л. 
ee eee ee 

4; Уз In 

(2.14) 

  

Так как каждый символ входит в эту последовательность, 10 
крайней мере, | раз, то число разделителей в последовательнос- 
ти равно п—1. Число позиций в последовательности, в которых 
может находиться разделитель, п-+-г—1, так как последователь- 
ность содержит п-г символов. Общее число различных способов, 
которыми можно разместить разделители, представляет собой ис- 
комое число сочетаний: 

("="). (2.15) 
п 1 r 

Таким образом, число различных целочисленных решений 
уравнения (2.13) определяется формулой (2.15); число различ- 
ных целочисленных решений уравнения (2.14) также определя- 
ется формулой (2.15). 

Упражнение 2.3. Найти число сочетаний из пяти различ- 
ных элементов по 3. 

Решенне. Если повторение элементов не разрешается, то 

5 5.4.3 10 

( 3 = о 
Если разрешить повторение элементов, то 

7 5.6-7 ( . = з:2т=35. 

Упражнение 2.4. Определить число способов, которыми 
можно выбрать [ различных целых чисел из совокупности |, 2, ..., К, 
так, чтобы в выборке не было ни одной пары чисел, следующих 
друг за другом. 

Решение. Пусть шь, Wo, .... и: — это [ чисел, выбранных в соответствии с 
условиями задачи и расположенных в порядке их возрастання, т. е. таких, что 

1 < и, Ч, Ч... ши ще —ш:>2, 1=1,....1-—1. 

Положим 21=ич — 1, 211 = Е — WwW, 21 = Шу — м1 1=2,...,[. 

При этом 21 > 0, 21-41 > 0,2; > 2(1=2, „аа... а ан =Е— 1. 

Далее, полагая Х1 == 21, х/-1-1 == 21-1, Х) = 2) —2(1=2,..., 0, 
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получнм X, >0,%, 20,...,%, 20, x14,20, 

Xa txt ож хин =(@(——2(1—Ю=Ер—-21-!. 
Так как искомое число сочетаний равно числу различных целочисленных (не- 
отрицательных) решений последиего уравнения и все рассматриваемые сочета- 
ния имеют смысл при 

Е—21(--1> 0, т.е &Е— 11-1, 

то, согласно (2.15), это число сочетаний 

т 
Вернемся к задаче передачи информации и рассмотрим мно- 

жество ИУ из всех 2! двоичных последовательностей (векторов), 
имеющих вид (2.11). Введем в множестве У операцию сложе- 
ния --, определив для последовательностей 

а= (а, а.,..., а!), 6 =(Ь, 6,..., 6) (2.16} 

их сумму с помощью соотношения 

a+b=(a,-+b,, a.-+,,..., a;+6)), (2.17) 

где a;+b;— 3To сумма в поле 62, описанном в предыдущем пара- 
графе. 

Упражненне 2.5. Покажите, что У является группой отно- 
сительно введенной операции сложения. 

Решение. Нужио доказать, что выполняются аксиомы А.1 —А.4 нз 
§ 1.5. Ассоциативность (А.1) и коммутативность (А.2) сложения в У следует 
соответственно из ассоциативности и коммутативности сложения в 25. Кроме 
того, легко вндеть, что последовательность 

— (0,0, ..., 0) (2.18) 

— единичный элемент по сложенню. Столь же очевидно, что обратным элемен- 

том по сложению для элемента а будет он сам. Действительно, 

а--а—0. (2.19} 
Tak KakK—a —а, то вычитание совпадает со сложением ип 

a—b=a+hb. (2.20) 

Расстояние Хэмминга ((а, 6) между кодовыми словами опре- 
деляется как число позиций { таких, что а:5=6;. При построении 
вектора а—Б =а-ЕЬ пары одинаковых двоичных символов (ах, 6:), 
а:=56; будут давать 0 в сумме а-Ь, а пары различных двоичных 
символов (а;, 6:), а:=6, будут давать 1. Например, (0, 1, 0, 1) + 
- (1, 1, 1, 0) =(1, 0, 1, Г). Следовательно, расстояние Хэмминга 
Ч(а, 6) можно определить как число компонент вектора а—Ь= 
—=а-НЬ, которые равны 1. 

Введенное расстояние Хэмминга удовлетворяет следующим ус- 
JIOBHAM. 

А.1. 4(а, Ь) >0; А(а, Ь) =0 тогда и только тогда, когда а=Ъ. 
A.2. d(a, b)=d(b, a). 
A.3. d(a, b) +d(b, c) Sd (a, c). 
Справедливость утверждений А.Г и А.2 для расстояния Хэм- 

минга почти очевидна, а утверждение А.З, которое называют так- 
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же неравенством треугольника, можно доказать следующим обра- 
зом. Если {-е двоичные символы векторов а и с равны, т. е. а;=сь, 
то их вклад в расстояние 4(а, с) равен нулю. Если при этом 
6.>=а:=с, то в левой части вклад {-х компонент в расстояния 
Ч (а, Б) и а(Ъ, с) равен 1. Если аа=В;:=с:, то в левой части Г-е 
компоненты также дадут нуль. Если а;:=Ес;, вклад этих компо- 
нент в расстояние 4(а, с) равен |. При этом 1-е компоненты да- 
ют такой же единичный вклад в одно из расстояний 4(а, 6) или 
Ч(Ь, с) в зависимости от того, совпадает ли 6; с а; или с с;. По- 
этому правая часть неравенства треугольника (A.3) не может 
быть больше левой. 

В общем случае расстоянием называют функцию, удовлетво- 
ряющую аксиомам А.1— А.З. Этим аксиомам, естественно, удо- 
влетворяет расстояние между двумя точками, (хи, И) и (х», и2), 
ма плоскости: [(х2— хи) 2- (/2—11}2]?. При этом неравенство 
треугольника соответствует известному утверждению о том, что 
сумма длин двух сторон треугольника не меньше длины третьей 
стороны. 

При наличии [ двоичных символов (бит) можно построить 2! 
векторов (кодовых слов), однако часто нужны не все 2 слов. 
Если использовать только часть кодовых слов, то с помощью про- 
верок на четность и других приемов можно обнаружить ошибки 
н даже их исправлять. Предположим, что из 2! слов используют- 
ся только р слов: 

A= {al а?),..., а(Р)}. . (2.21) 

Если эти слова таковы, что при всех #5] 

Я (а), а) > 2г-- 1, г>0, (2.22) 

то можно исправлять любые ошибки кратности г. Предположим, 
что в некоторых г компонентах слова при передаче возникли 
ошибки, в результате которых символы 0 были приняты как |, a 
символы | — как 0. Получившееся в результате слов Ь находится 
на расстоянии г от слова а. Следовательно, если считать, что при 
передаче ошибки могут возникать не более чем в г компонентах, 
то совокупность всех слов, которые могут получиться из а®, 
представляет собой множество 

А, = {ха (а), х) < к}. (2.23) 

Из неравенства треугольника и условия (2.22) следует, что 

A; N А;= ©, (2.24) 

если только 15=]. Действительно, допустим, что существует сло- 
Bo WCA,NA;. Torna d(a™, w)<cr, 4(м, а9) <г и, согласно нера- 
венству треугольника, 

4 (а), а) <4(а®, м) + 4 (м, al) < 2r, 

что приводит к противоречию. Множество ДА; называется обла- 
стью декодирования для слова а). Так как области декодирова- 
ния не пересекаются, то при приеме слова из области декодиро- 
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вания А; можно считать, что передавалось слово а®. Если при 
этом число ошибок не превосходит г, то при приеме всегда будет 
приниматься правильное решение. 

Так как число элементов |А;| в множестве А; равно числу 
способов выбора некоторых А(0<А=г) компонент слова а“, то 

Ми=(е)-+(:)+.-.+(‚). (2.25) 

Далее, так как |И|=21, то 

2% (,)<?.. т.е. <2/| 5 (| (2.26) 

Последнее неравенство называется границей Хэмминга и дает 
оценку сверху для числа р кодовых слов, которые можно исполь- 
зовать для передачи, если их длина равна [ бит и нужно исправ- 
лять все г-кратные ошибки. 

2.3. Формула обращения Мебиуса 

Функция Мебиуса и(п) определяется для целых положитель- 
ных чисел п следующим образом. Если п=1, то и (1) =1. Пусть, 
далее, число п>| разлагается в произведение степеней простых 
сомножителей: 

n= pe pe... ри». (2.27) 

Тогда в (п) определяется с помощью соотношения 

—1)*, если ее =е =... =е, =; 
p(n) = | "7 ^ (2.28) 

0 в противном случае. 

Упражнение 2.6. 

  

  

n 1 2 34 5 6 7 8 9 10 

p(n) | 1 —1 —1 0 —1 1-100 1 

Teopema 2.1. 

Aut )= 0 при п> 1. (2.29) 

Сумма здесь (см. обозначения в 6 1.3) берется по всем положи- 
тельным делителям числа п. 

Доказательство. При п=| справедливость равенства (2.29) 
очевидна. Пусть п>| представлено в виде произведения степе- 
ней простых сомножителей (2.27). Положим п’=рр2 ... рь. 
Так как для любого делителя 

d= pi ph... PP 

числа п, не являющегося делителем п’, одно из чисел В; боль- 
ше или равно 2, то по определению функции Мебиуса в (4) =0. 
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Следовательно, 

Ув (а) = >, в (а). 
ап d|n’ 

Так как делители числа п’— произведения из г(0=< = А) 
различных простых чисел, взятых из совокупности Е различных 
простых чисел рь, ..., Рь, то число делителей, которые являются 

k 
произведениями Г попарно различных простых чисел, равно 

Г 

и значение функции Мебиуса для каждого из них равно (—1)*. 
Отсюда и из равенства (2.9) 

в (1 „0. 
d|n’ r=0 

Теорема 2.2. (Теорема обращения Мебпуса). Пусть (nm) и 
5(п) — функции, определенные для всех положительных целых 
чисел п. Если при любом целом положительном п 

в) ХЕ) (2.30) 
din 

то g(n)= Svat (— ) (2.31) 
ап 

Верио ин обратное утверждение, а именно, из равенства (2.31) 
следует равенство (2.30). 

Доказательство. Для всех делителей 4 числа п имеет место 
равенство 

ре 
Поэтому 

NI n Sud f( \=Dwid 2% > g(a’). 
d|n d d’|n/d 

Так Kak n=d’dn;, TO при фиксированном 4’ сомножитель 4 про- 
бегает все делители числа п/4’. Меняя порядок суммирования, 
получаем 

1 н (а) >: # (4) = Si g(a’) У ва. 
d(n d’|n/d 4” |п d|nid* 

Согласно теореме 2.1! при п/А4>1, сумма значений р(4) равна 
нулю, а поэтому правая часть последнего равенства равна & (п). 

Для того чтобы получить (2.30) из (2.31), следует положить 
= К. При этом 

3 g(d)= Sd wid) (= Shae) У ва) =) 
djn d|nd’|d d Е] п а’|п/Е 

Как мы видели при решении упражнения 2.2, число кольцевых 
последовательностей из п элементов, которые выбираются без 
повторения из совокупности п попарно различных элементов, 
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равно (п—1)!. Найдем общее число Т(п) кольцевых последова- 
тельностей из п элементов, выбираемых с повторениями, из сово- 
купности г попарно различных элементов. 

Расположим символы а1, Qe, .... @п на окружности по часовой 
стрелке, при этом за символом а» будет следовать символ 4. 
Следующие последовательности из п символов, расположенных 
на прямой: 

Q, Ay...An—1 An, Az Ag...An Ay,..., 

Gy Qy..-An—24n-1) (2.32) 

соответствуют одной и той же кольцевой ’последовательностни. 
Однако, вообще говоря, они могут быть совпадающими последо- 

вательностями из п символов на прямой. Например, если один и 
тот же символ повторяется п раз, все приведенные последова- 
тельности состоят из одинаковых символов и, следовательно, 
представляют одну и ту же последовательность на прямой. 

Назовем периодом кольцевой последовательности минималь- 
ное целое число 4 такое, что последовательность а1, а>, ..., An 
может быть получена (п/4)-кратным повторением ее начала 
ai, ..., аа. Например, nocnefzopatenbuoctu abababab, abbcabbc 
длины 8 имеют соответственно периоды 2 и 4. Ясно, что если пе- 
риод равен 4, то из п последовательностей на прямой (2.32) 
только 4 являются различными. Пусть М(4) — общее число коль- 
цевых последовательностей длины Ц (т. е. наборов 4 элементов, 
расположенных на окружности) с периодом, также равным (. 
При этом число различных последовательностей на прямой, со- 
ответствующих кольцевым последовательностям длины и сперио- 
дом 4, будет равно АМ(4). Общее число последовательностей на 
прямой определяется формулой (2.10). 

Поэтому 

м =УамМ (а). 
ап 

Это равенство можно записать в виде (2.30), если положить 
(п) =г" и & (п) =пМ (п). Но тогда по теореме обращения Мебиуса 

nM (n)= У и (а) г" 
d|n 

и, следовательно, 

M (n)=— Ув (а) гм. (2.33) 
п ап 

Так как М(п) — это число кольцевых последовательностей дли- 

ны п с периодом п, то общее число кольцевых последовательнос- 

тей длины п 

Т (п) = > M (d). (2.34) 
ап 
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Упражнение 2.7. Покажите, что если t(n) — общее число 
различных положительных делителей целого положительного 
числа п, то 

d \ 
D w(d)e( =I. 
ап п 

Решение. Утверждение следует из (1.21) и формулы обращения. 

2.4. Принцип включения — исключения 

Рассмотрим свойства р(1),...,р(п), которыми обладают эле- 
менты множества 5, состоящего из № элементов. Предположим, 
что для каждого элемента можно однозначно определить, обла- 
дает он свойством p(i) или нет. Число элементов, обладающих 
свойствами р(1),...,р(г.), обозпачим через 

Nii. (2.35) Г 

Следует заметить, что здесь не рассматриваются другие свойст- 
ва, т. е. допускается, что некоторые элементы, быть может, об- 
ладают и другими свойствами. Число элементов, не обладающих 
ни одним из рассматриваемых свойств, обозначим через .V (0). 
Число элементов, обладающих ровно г(1<г=и) свойствами из 
п возможных, будем обозначать через М (г). 

В самом простом случае п=2 почти очевидно, что 

№ (0) = М— (М М.) - Nie. (2.36) 

Действительно, каждый элемент, обладающий свойствами | и 2 
одновременно, учитывается и в М; и в №, а потому при вычисле- 
нии разности №М— (М, -{+-М№2) он вычитается из \ дважды. Следо- 
вательно, если к этой разности добавить ^№!2, то получится / (0) — 
число элементов, не обладающих ни одним из двух рассматри- 
ваемых свойств. Обобщением этого правила является следующий 
принцип включения — исключения. 

Теорема 2.3. (Принцип включения —- исключения). 

М (0) =М— У М:- У Ма, —...+(—1 УХ Мы +...+ 
i ii<i, <... < 

Е (— 1)" М>... (2.37) 
Доказательство. Элементы, не обладающие ни одним из 

свойств, входят в правую часть последнего равенства ровно по 
| разу, а именно в первое слагаемое. Рассмотрим элементы, об- 
Ладающие ровно г свойствами р(1), ..., Р(Гг) и суммы вида 

(—1 У М, 85». 
<... 

Так как совокупность индексов Ц, ..., 8 Из множества fi,..., fr 
Г 

можно выбрать ( ) способами, то вклад каждого из рассматри- 
$ 

ваемых элементов в правую часть (2.37) будет 
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'[-(1)+(5)+.--+1.( Va. ( r\=0. 

Здесь мы воспользовались равенством (2.9). 
Теорема 2.4. При п>г=1 

N= Minute be |) Meaty bot 
1..1 11<... ty г р. 8 

+51" ( . М1 2---п- (2.38) 

Доказательство. Элементы, обладающие менее чсм г свойст- 
вами, в правой части вообще не учитываются. Элементы, имею- 
щне ровно г свойств, учитываются ровно по | разу в первом чле- 
не. 

В общем случае рассмотрим элементы, обладающие ровно 
Г>г свойствами р(]), ..., Р(]1!). Каждый из этих элементов входит 
в сумму 

(-1— ($) Мы, 8X 
г /11<...< 

t 
ровно ( ) раз. Следовательно, их вклад в правую часть (2.38) 

5 

равен 

< 5 f* 21" (*)(. (2.39) 
s8=—r 

При этом 

  
  

) )= r! i aor FH Tai Gotan — )(.—”): 

Следовательно, сумма (2.39) равна 

(Boe (=)-() em)" =f i=0 

(здесь мы положили S—r=f и воспользовались равенством 
(2.29)). 

Упражнение 2.8. Найдем число размещений без повторе- 
ния из букв а, БВ, с, 4, е, |, в которые не входят следующие две 
комбинации: (а, се) и (f, d). 

Решение. Свойства, состоящие в том, что размещение включает комбииа- 
ции асе н {4, обозначим соответственно через р(Т) и р(2). Если комбинация 
асе входит в размещение, то она может заннмать 6—2=4 различных положе- 
ния (элемент а может занимать любую из познций с первой по четвертую). 
В каждом из этих случаев остается еще три позиции, которые могут быть за- 
полнены элементами 6, 4, К взятыми в произвольном порядке. Поэтому М! == 
—4(3!) =41. Аналогнчно №==5 (4!) =5!. Кроме того, очевидно, №М==6!. 

Рассмотрим теперь размещения, в которые входят обе комбинации асе и 
[4. Такие размещения можно разбить миа две группы в зависимости от того, 
какая из двух комбинаций расположена первой. В каждом из этих вариаи- 
тов оставшийся элемент может быть помещен либо перед этими комбииация- 
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ми, либо между иими, либо за ними. Поэтому №!2=3-2=3!, и, согласно прин- 
ципу включения — исключения, № (0) =61— (41+ 5!) +3!—582. 

Определим функцию [х| для вещественного х, как наиболь- 
шее целое число, не превосходящее х. Для положительных целых 
чисел а и 6 значение этой функции 

b —^_ 2.40 = | (2.40) 
равно количеству чисел в совокупности 1, 2, ...,6, которые делят- 
ся на а, т. е. количеству чисел, кратных а. 

Упражнение 2.9. Сколько целых положительных чисел от 
1 до 500 делятся либо на 3, либо на 5? 

Решение. Если свойства делимости на 3 и на 5 обозначить соответственно 
через р(1) и р(2), то ann N=500 

500 500 
М1 = | |= 166, = |5 |= 100. 

Так как №2 — число общих кратных чисел 3 и 5, наименьшее общее кратное 
которых равно 15, то №2 совпадает с числом чисел, которые делятся на 15, и, 
следовательно, 

500 
Ме = | — 12 | 15 

Согласно принципу включения — исключения, количество чисел, которые не 
делятся ни на 3, ни на 5, равно № (0) =500— (166+100) +33=267. Следова- 
тельно число чисел, которые делятся либо на 3, либо на 5, равио 500—267 = 

Размещения без повторения из п целых чисел 1, 2,..., по nN, B 
которых ни одно число не занимает своего естественного места, 
называются беспорядками. Например, при л=3 размещение 312 
является беспорядком, а 321 не является, так как число 2 в нем 
занимает свое естественное место. Найдем с помощью принципа 
включения — исключения общее число беспорядков dp. 

Обозначим через р(Г) свойство размещения, состоящее в том, 
что {-я позиция в нем занимается числом {. Так как всего имеет- 
ся п! размещений, то N==n!. Tak Kak Ni,...i, — Число размеще- 

НИЙ, Й-Я, ..., -Я позиции в Которых должны быть заняты соответ- 
ственно числами й, ...,й, а остальные (л—г) позиций могут быть 
заполнены оставшимися (п—г) числами произвольным образом, 

TO Ni, ip = (n—r)!. 

| =83. 

п 
Имеется способов выбрать г позиций Ц, ..., & из возмож- 

Г 

ных, так что 

У Ма = ( " деи. 
4: <... 

Согласно принципу включения — исключения, 

1 1 1 1 Е... +0" = В о oH "т 
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п _.1\7 

=т yf) (2.41) 
r= г! 

Заметим, что 4„/п! равно сумме первых (п--1) членов ряда Тей- 
лора прин разложении е`!=0,36806 ... ‚ 4в/6! =0,36788 ..., и, как мы 
видим, скорость сходимости к е\! велика. 

2.5. Размещения с запрещенными позициями 

Здесь рассматривается задача о подсчете общего числа разме- 
щений без повторения л различных элементов по позициям, неко- 
торые из которых могут быть запрещенными для определенных 
элементов. 

Так как произвольные л различных элементов всегда можно 
отождествить с целыми числами 1, 2,..., п, то в дальнейшем бу- 
дут рассматриваться только размещения целых чисел 1, 2,..., п. 
Для описания запрещенных позиций будем пользоваться табли- 
цей размера пжл. Элемент ([ 7) таблицы заштриховывается, если 
целому числу Е запрещено занимать |-ю позицию. По аналогии с 
матрицами совокупности клеток таких таблиц, расположенных. 
горизонтально и вертикально, будем называть соответственно’ 
строками и столбцами. При этом элементом (1 7) таблицы назы- 
вается ее клетка, расположенная в Г-строке и |-м столбце. На- 
пример, таблица рассмотренных в предыдущем разделе беспоряд- 
ков имеет вид, показанный на рис. 2.2. На этом рисунке кружоч- 
ки указывают для каждого целого числа позицию, на которую 
оно помещается. Естественно, что заштрихованные элементы кру- 
жочков не содержат и что каждая строка имеет не более одного 

  

  

Рис. 2.2. Запрещенные 
(заштрихованные) по- 
зиции для беспоряд- 
KOB 

  Рис. 2.3. Шахматная 
доска из упражнения 
2.10 

  

  

      
кружочка. Это связано с тем, что в случае беспорядков повторе- 
ния элементов не допускаются и каждое число может занимать не 
более чем одну позицию. Каждый столбец также содержит не бо- 
лее одного кружочка, это следует из того, что каждую позицию 
может занимать только один элемент. Совокупность клеток опи- 
санной таблицы можно рассматривать как шахматную доску, а 
кружочки — как шашки, которые разрешается перемещать в го- 
ризонтальном и вертикальном направлениях. На рис. 2.2 приве- 
ден пример расположения шашек на шахматной доске, при кото- 
ром на одной вертикали расположено не более одной шашки. 
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Рассмотрим Шахматную доску произвольной формы и попро- 
буем определить число способов, которыми можно разместить на 
ней ^ шашек так, чтобы никакие две из них не оказались в од- 
ном столбце. Обозначим это число через г». Очевидно, 
ro=l, (2.42) 

г =числу клеток на шахматной доске. (2.43) 
Упражнение 2.10. Для шахматной доски, изображенной на 

рис. 2.3: го==1, гг=4, г2=3, ГЗ=ГАЕ0. 

Многочленом размещений шахматной доски С называют мно- 
гочлен 

п 

R(x, С) = S)r, x", (2.44) 
k=0 

где п — число столбцов шахматной доски. Так как число шашек, 
которые можно разместить так, чтобы никакие две из них не на- 
ходились в одном столбце, не может быть больше, чем число 
столбцов шахматной доски, то 

Ги —=Ги+2 = ... =(. 
(2.45) 

Так, для шахматной доски из примера 2.10 многочленом разме- 
щений являстся А (х) =1--4х- Зл?. 

Если рассматривается одновременно несколько различных 
шахматных досок, то через гк(С,) мы условимся обозначать чис- 
ло способов, которыми можно разместить В шашек на шахматной 
доске С! так, чтобы никакие две из них не находились в одном 
столбце. 

Предположим, что на заданной шахматной доске С выделена 
одна определенная клетка. Обозначим через С; шахматиую доску, 
которая получается удалением из С строкн и столбца, содержа- 
щих эту выделенную клетку, а через С. — шахматную доску, по- 
Лучающуюся из С удалением только одной выделенной клетки. 
При размещении А шашек на шахматной доске С возможно два 
случая в зависимости от того, помещается илн нет шашка в выде- 
ленную клетку. Если шашка помещается в выделенную клетку, 
то в столбец и строку, ее содержащие, другие шашки уже поме- 
щены: быть не могут. Следовательно, число размещений Е шашек, 
при которых выделенная клетка заполнена и никакие две шашки 
не входят в один столбец, равно Г»—(С;). Число размещений К 
шашек, при которых выделенная клетка не заполнена и никакие 
две шашки не входят в один столбец, равно г» (С.). Таким обра- 
30M, 

гк (С) = ть, (Са) Е г» (Со). (2.46) 

Если многочлен размещений шахматной доски С обозначить че- 
рез А(х, С), то последнему равенству будет соответствовать сле- 
дующее соотношение для многочленов размещений: 

R(x, C)=xR(x, C;)+R(x, C,). (2.47) 
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В этом равенстве для наглядности вместо многочленов размеще- 
ний можно в круглых скобках записывать непосредственно соот- 
ветствующие им шахматные доски. Например, 

(ЕН)-=(0) + (РН) 

(ЕЕ ==( )+ (Е) 
(здесь знаком * отмечены выделяемые клетки). Если в результа- 
те удаления строки и столбца, содержащих помеченную знаком 
* клетку, в шахматной доске не остается ни одной клетки, то не- 
которые скобки в указанной символической записи также могут 
оказаться пустыми. 

Упражнение 2.11. 

( )=7 ([E])=7+2, (H )= 20, 

( Н- )=7+2ж+д7 

Из примера, приведенного выше, следует, что 

  

  

    

  

      

  

  ( — ) = 2-411 2xt02)=14 5x tx? 
    

Если шахматная доска С разбивается на две непересекающие- 
ся лоски С, и Со такие, что Су и С2 не имеют ни одного общего 
столбца и ни одиой общей строки, то 

k 

re (C) = N' ri (Ci) rei (C2). (2.48) 
i=0 

Это равенство следует из того, что никакне шашки, помещаемые 
в С,, не могут входить в тот же столбец С, что и шашки, поме- 

щаемые в Со, а следовательно, для размещения с нужными свой- 
ствами № шашск в С можно Е шашек разместить таким же обра- 
зом в С,; а оставшиеся (Е—1) —в С2. Из получениого равенства 
следуст равенство для многочленов: 

R(x, C)=R(x, Cy) R(x, C,). (2.49) 

Например, 

(Lh) = (1) (Lr arzortee® 

Общее число беспорядков 4„ равно числу способов размеще- 
ния п шашек на шахматной доске, из которой исключены диаго- 
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нальные клетки. В общем случае для определения числа разме- 
щений 1, 2,..., П следует рассмотреть шахматную доску, получаю- 
щуюся из Шахматной доски размера пЖи удалением клеток, в ко- 
торые числа запрещено помещать, и определить для нее много- 
член размещений. Коэффициент г» этого многочлена будет иско- 
мым числом размещений. Однако если число запрещенных позн- 
ций мало, лучше рассмотреть шахматную доску, состоящую, нао- 
борот, только из клеток, в которые элементы запрещается помс- 
щать, и определить многочлен размещений для такой доски. 
Этот многочлен обозначим через 

Ю (х) = у АХ". (2.50) 
=0 

Для того чтобы вычислить число размещений, можно восполь- 
зоваться принципом включения — исключения. При этом свойст- 
во р(1) заключается в том, что целое число { не занимает запре- 
щенных для него позиций. В случае когда целые числа Ц, ... , 1 
расположены на запрещенных позициях, а остальные размещают- 
ся произвольно, 

Ni, 4, — (n—s)!. 

Число размещений, при которых ровно $ элементов занимают 3a- 
прещенные позиции, совпадает с числом г. таких размещений К 
шашек на рассматриваемой шахматной доске, при которых ника- 
кие две шашки не расположены в одном столбце. Следовательно, 

У №1... — 7. (n—s)!. 

i1<...<i, 

Согласно принципу включения — исключения, число размещений, 
при которых запрещенные позиции не занимаются, 

N (0) =n!—r, (n—1)!-+r, (n—2)!-+ 2.2. + (— 1)? 11, -, + 

4(—Iptr, l= SM (— 1)! 7; (n— jp. (2.51) 
j=0 

Например, в случае беспорядков, шахматная доска, состоящая 
только из запрещенных клеток, имеет вид, показанный на рис. 
2.4. Для такой шахматной доски многочлен размещений 

п —(] п — [п i 2.52 (2)“ = (1-х) 5(*)* (2.52) 

и, следовательно, 
п (1 

„=>(—1/(" )"— jiaay И , 
=0 1 Л 

что, естественно, совпадает с (2.41). 
Упражнение 2.12. Три дома, а, Ь, с, должны быть окраше- 

ны тремя различными цветами, например зеленым, синим и жел- 
тым. Дом а нельзя красить желтым цветом, дом ВБ — синим H 
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желтым, дом с — зеленым. Спрашивается, сколькими способами 
можно окрасить дома? 

Решеине. Если дома ин цвета перенумеровать целыми числамн 1, 2, 3, то 
нскомое число будет равио числу размещений целых чисел |, 2, 3 на шахмат- 
HOH доске с запрещенными позициями, изображеиной на рнс. 2.5. Определим 
многочлен размещений для шахматиой доски, состоящей только из запрещен- 
ных клеток. Имеем 

— 

= ( =(1+ж дес: (EE) = (a) (ЕН)   

    
  

          
ОЗЕРУ 

Отсюда и из (2.51) иаходим искомое число: 31—4(21) +4(1!)—1(0!) =6—8+ 
+4—1=1. 

В последнем упражнении очевидно, что дом b может быть окрашен только 
в зеленый цвет. При этом для дома а остается только сипий цвет, а для до- 
ма с —только желтый, т. е. очевидно, что в данном случае дома можно рас- 
красить лншь единствениым способом. 

  

      

  

    

      

                

Рис. 2.4. Шахмат- ` | 
ная доска, соот- `` _ ._.] Рис. 2.5. — Запре- 
ветствующая — за- eh й. щенные — (заштрни- 
прещенным — пози- TT | хованиые) позицни 
HAM для  беспо- Y AAA упражнения 
рядков oo 2.12 

Задачи 

2.1. Покажите, что показатель степени простого числа р в раз- 
ложении п па простые сомножнтели равен 

п п п 

[я] + -- 
2.2. Покажите, что для произвольных чисел пи ^, 1< < п, 

справедлива формула 

п n— | n—2 n—3 n—k 

(i) =| A JG) A G2) FF } 
2.3. Функция 0(п), определенная на множестве всех целых по- 

ложительных чисел п, называется мультипликативной, если она 
обладает следующими двумя свойствами: 1) 0(1)=1, 2) 0(л1п2) = 
—=0(л,) 0 (м2), если (плз, П2) =1. Покажите, что функция Мебиуса 
p(n) является мультипликативной. 

2.4. Найднте число размещений с повторениями четырех букв, 
а. Б. с, а. по г(г>3) позициям, использующих каждую из букв а, 
Ь, с, по крайней мере, по одному разу. 

2.5. Рассмотрим матрицу из 2п строк и п столбцов. Найдите 
многочлен размещений Ю,„ шахматной доски С», состоящей из эле- 
ментов (1,1), (2,2), ..., (пп) и (21,1), (21—1,2),..., (п-Н1п) рас- 
сматриваемой матрицы. 
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Глава 3 

Рекуррентные уравнения 
= 

3.1. Производящие функции 

При подсчете числа предметов широко используются следую- 
щне две формулы: 

1+-2+...tn=n(n+1)/2; (3.1) 

12--22--... + n® =n (n-+ 1) (2n-+1)/6. (3.2) 

Если обозначить сумму левой части (3.1) через {„, а сумму левой 
части (3.2) через ©», то будут иметь место соотношения 

frat, =n-+1; En4ti— En = (A+ 1)?. (3.3) 

B3iB B KavecTBe HavaJIbHbIX 3HayeHHA fjy=£;=1, с помощью (3.3) 
можно определить [2 и 22; также можно определить [зи 63 нт. д. 
Таким образом, последовательности {4} u {gn} однозначно опре- 
деляются соотношением (3.3) и начальными условиями. Обобще- 
нием (3.3) является линейное рекуррентное уравнение с постоян- 
ными коэффициентами 

На, рая К ата ...Ра,ъ =Ф (п), (3.4) 

выполненное для всех неотрицательных целых чисел п. Коэффици- 
енты G1, 42, ..., а, — фиксированные числа, причем 

а, 5-0, (3.5) 

a ¢(n) — заданная функция п. Если зафиксировать значения 

fea fr—or-- efi lo (3.6) 

и рассматривать их как начальные условия, то шаг за шагом мож- 
но однозначно определить значения },, [„+1,-.. И таким образом с 
помощью линейного рекуррентного уравнения (3.4) определить 
всю последоватсльность {»}. Степенной ряд 

F(iz=fpthztfe274+...; (3.7) 

коэффициентами которого являются элементы последовательно- 
сти |, |, В, -.., называется производящей функцией. Последова- 
тельность чисел однозначно определяет производящую функцию, 
но обратное утверждение верно не всегда. Если указанный сте- 
пенной ряд сходится в круге радиуса Ю>>0, то, как следует из 
теории аналитических функций, коэффициенты р, [, ... определя- 
ются по Р(2) однозначно. 

Пусть 

С (2) = So + 812+ B22°+... (3.8) 

— производящая функция последовательности чисел 20, 61, 82, .-. , 
аси 4-—- произвольные фиксированные числа. Поскольку 

СЕ (2) НАС (:) = (се ав) -- ср -ав!)г-..., (3.9) 
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то последовательности {ср.--ае,} отвечает производящая функ- 
ция СЁ(2)--4С (2). Далее, если взять произведение производя- 
щих функций 

fT (z) =F (2) G(z) =Ayp thyz+h,27+4+..., (3.10) 

то последовательность чисел {й„} может быть получена из после- 
довательностей {№} и {6} с помощью соотношений 

= рва НГ виа... На аа Ь So: (3.11) 

Упражнение 3.1. Покажите, что производящей функцией 
последовательности чисел {1} является 1/(1—2), а производящей 
функцией последовательности {п} является 2/(1—2)?. 

Решение. Производящая функция последовательности {1}: 1+2-+22+- ... = 
—1/(1—2). Последовательности чисел {п} соответствует ряд 2-+222--323-- ...= 
=—2(1+22-+-32?-- ...). Поскольку выражение в скобках в правой частн послед- 
Hero равенства получается дифференцированием ряда 1+2--2?-- .., то оно рав- 
но производной от функции 1/(1—2). Следовательио, правая часть равна 

г: ( 1 2 

аг \1—2]  (1— <) ° 

Для решения этой задачи можно было бы воспользоваться соотношеннем 
{3.11} и показать, что последовательностью, соответствующей  пронзводящей 
функции 1/(1—2)2, является последовательность 1, 2, 3,.... Отсюда также 
следовало бы, что производящей функцией последовательностн чисел 0, 1, 2, ... 
является 2/(1—2)?. 

  

Следующая задача показывает, что производящие функции 
могут быть полезными при решении линейных рекуррентных урав- 
нений типа (3.4). 

Упражнение 3.2. Решите уравнение {„+2—[-1—{Р=0 с на- 
чальнымн условиями =) =1. 

Решение. Обозиачим через F(z) производящую функцию последовательно- 
сти чисел {{»}. Умножая обе части рекуррентного уравнення на 2"+?, получаем 

fate Zt? — 2 —2f, z*=0,n=0,1,2.... 

Складывая эти равенства для всех п от 0 до со, имеем 

У ры фа ры —2 У рр = 0. 
i= n=O n=0 0 

Заметим, что первая сумма в левой части последнего равенства равна разно- 
сти функцин Е(2) и первых двух членов ее разложения к -+}=2==1-+2, вторая 
сумма равна разности Р(2) и первого члеиа к=1, а третья сумма равиа Ё(2), 
поэтому можно записать следующее равенство: 

[F (2) —(1 4+ 2] —2[F (2 — 1] —2* F(z) =0. 
Отсюда находим Р(2) =1/(1—2—2?). 
Полагая 

а, = (1+ И 5)/2; а, =(1—'И5)/2, (3.12) 
получаем 

1 1 , ay Ag ‘ 

F(2)= (т га) => 
V5 n=0 Y5 

  
  (ap tt — aft! y 2". 
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Таким образом, 

(att! — aft!) n=0,1,2, .... (3.13) 
I 

n= 75 

Члены последовательности, полученной в этой задаче, извест- 
ны как числа Фибоначчи. Несколько первых членов этой последо- 
вательности равны: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,.... При больших п 

члены приближенно равны a,"41/ V5. Коэффициент a)= 
= 1,6180337 ... известен в геометрии как «золотое сечение». 

3.2. Решение однородного линейного рекуррентного уравнения 

Найдем общее решение однородного уравнения, получающего- 
ся из (3.4) при ф(п) =0. Метод решения является обобщением ре- 
щения упражнения 3.2. При этом вначале производящая функция 
находится как рациональная функция, которая далее представ- 
ляется в виде суммы частичных дробей и разлагается в степен- 
ной ряд. 

Предположим, что последовательность чисел [о |... удовлет- 
воряет следующему однородному линейному рекуррентному урав- 
нению: 

На... На, =0, п=0, 1, 2,..., (3.14) 
где ар, ... , аг — заданные постоянные числа и 

a, +0. (3.15) 

Для задания начальных условий фиксируем значения fo, ...,fp—1.- 
Обозначим через Р(2) производящую функцию последователь- 

ности [о, [1,.... По заданным постоянным коэффициентам уравне- 
ния постронм многочлен 

K (2) =1+a,z+a,z2?+...+4,2. (3.16) 

Этот многочлен можно рассматривать как производящую функ- 
цию последовательности 1, а1,..., а» 0, 0,.... Коэффициент Си++ 
при 2"+т и г>0 в произведении производящих функций ЕЁ (2) К (2), 
как следует из (3.11), определяется соотношением 

Со, =р-9 +... +10, -а, +... + haar l= 

=. Нар... а, |, 

и, согласно равенству (3.14), равен нулю. Это означает, что мно- 
гочлен 

F(z) K (e)=cp+¢,2+...+¢,-,21=C (2) (3.17) 

имеет степень самое больщее (г—1), а следовательно, степень чис- 
лителя рациональной функцин 

F (z)=C (2)/K (2) (3.18) 

меньше степени знаменателя. 
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Характеристическим многочленом линейного рекуррентного 
уравнения (3.14) называется многочлен 

&(:)=2 {а 2+... а,, (3.19) 
имеющий степень г; корни этого многочлена называются характе- 
ристическими. Если различные характеристические корни (среди 
которых могут быть мнимые) обозначить через а, ..., а. а HX 
кратности обозначить соответственно через е1, ...,е., то можно за- 
писать следующие равенства: 

. é 

&.(г) = (2—0) (2—a2)**...(2—a5) 5; (3.20) 
е--е. Е... Не, ==Г. (3.21) 

Характеристический многочлен #(2) и многочлен K(z) связаны 
между собой соотношением 

K(@)=2 e(—). (3.22) 
Отсюда и из (3.20) следует, что 

К (2) = (1— о 2)*: (1 — о 2)**...(1— 0.2)“. (3.23) 

Используя последнее равенство, рациональную функцию (3.18), у 
которой степень числителя меньше степени знаменателя, можно 
представить в виде суммы частичных дробей 

г =С® У у — № (3.24) 
К (2) АА (l—a; z)k 

Каждая дробь этой суммы имеет вид В (1—а2)-*, поэтому ee мож- 
но разложить в степенной ряд следующего вида: 

В(1—@з)—= В [1+ (—&) (—a2) + et 

  

+ (—^)...(— #—п- 1) (— г)" +... |. 
ni 

Коэффициент при =? в этом ряде равен 

  

B(n+-k—l)...k и 9/n+k—l ap f/ntk—l\_,, 
п! “ в ( п ar =B( Е—1 Je (3.25) 

Если заметить, что биномиальный коэффициент 

{n+kr—l 

вт) 
входящий в последнее равенство, является многочленом степени 
&—1 по п, то легко проверить, что 

в n-+-k—l пр. п [ Seu ( td Ni р: (п) от, (3.26) 
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где р:(п) — многочлен от п степени самое большее (е;—1). Следо- 
вательно, 

F@)= 2 (2 p, (nya ) (3.27) 
Ao i=] 

И 

f= Spi (n) ar (3.28) 
i=I 

является общим решением линейного рекуррентного уравнения 
(3.14). 
Упражнение 3.3. Олисанным общим методом найдите об- 

щий член последовательности чисел Фибоначчи. 

Решение. Уравнение {м+2—{+,—Р-==0 имеет характеристический  много- 
член 

22 — z— 1 =(z— a,)(z— ay), 

где а: Нн @2 — постоянные, определяемые из (3.12). Так как а; H G2 являются 
простымн корнями, то е=1, е›=| и, следовательно, ру (п) H р2(п) — много- 
члены степени 0 от п, т. е. постоянные. Поэтому [м==со" + с2ат, где съ с2 — 
неопределенные постоянные. Так как =} =1, то, подставляя п=0,1, полу- 

чаем о He Fame" Решая эти уравнення, находнм 

  

—1 а; — 1 
a= —2 ; уУЫ— т С.. 

т — a, =“ 1 — a, V5 ? 

оо следует, сто 

n-}1 n-+I п = (a, —a," ). 
VE 

Решение этого упражнения показывает, что если все характе- 

ристические корни а, ..., а; являются простыми, то общее решение 
однородного уравнения имеет вид 

К. = ай сай +... са”, (3.29) 

ГДе С1, Со, ... ‚ С, — это г неопределенных постоянных. Для определе- 
ния постоянных используются г начальных условнй, а именно зна- 
чения {о, [ь... ‚Ш. 

Если а; является корнем кратности е;, то р;(п) представляет 
собой многочлен степени (е;—1): 

e,—1 ри = ссыт... Неер п", (3.30) 
ГДЕ С:0, Си, ... Се, ге; неопределенных постоянных. Как показы- 

вает условне (3.21), всего в данном случае имеется г неопределен- 
ных постоянных. Эти постоянные можно определить по гранич- 
ным условиям. Действительно, по граничным условиям однознач- 
но определяются последовательность чисел [„ и производящая 
функция. Поэтому однозначно определяются также значения В;», 
а следовательно, и многочлены р:(п). Это означает, что гранич- 
ные условия однозначно определяют все г неопределенных по- 
стоянных. 
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Упражнение 3.4. Найдите решение ypapHenuA fns+e—fasit 
НР, =0 с граничными условиями = и fi=1 

Решение. Даиное уравиение имеет характеристическнй миогочлен 22—2- 
+1 = era (2—а2), где 

a= + уз = el (7/3) - Qo _! _,V3_ —1(1/3) 
2 2 , 

1 — мнимая единица. Общее решение имеет вид 

fn= Cy Oy + с2 ао == cy el(/3)n 4, e (п/у. 

Подставляя п==0,1, получаем с1-+с2==1, са -с2аз== 1. 
Отсюда, в свою очередь, нмеем 

1 _ 1 1 1 
—— 

a= a loys? @= a tloys 
Следовательно, 

1 л х I _ | 
in= (i Ия ) (cos Fn isin и) + (у) х 

л ол л 
x (cos F-n—isin-Z-n) cos ata esin en. 

Упражненис 3.5. Найдите решение уравнения [42—44 
-- 4}, =0 с граничными условиями р =1, Н=4. 

Решение. Так как характеристический многочлен 22—42--4 = (2—2)? имеет 
корень 2==2 кратности 2, то {» = (со + с1п)-27. С помощью граннчных условий 
находим: со=1, 2(со-+с!) =4, т. е. с =1. Таким образом, решение рассматри- 
ваемого уравнения имеет вид {== (1-п)2”т. 

3.3. Метод решения неоднородного линейного рекуррентного 
уравнения 

Рассмотрим неоднородное линейное рекуррентное . уравнение 

Го. а. р, ...+а,Б =Ф(п), п=0, 1, 2,..., (3.31) 

где 41, ..., а; — заданные постоянные, причем 

а, == 0 (3.32) 

и ф(п) — заданная функция п. Для задания начальных условий 
фиксируем значения fo, fi, ..-, fr. 

По аналогии с методами решения дифференциальных уравне- 
ний вначале пренебрежем начальными условиями и предположим, 
что одно решение уравнения (3.31) найдено. Назовем это реше- 
ние частным и обозначим через 
{Fir}, (3.33) 

Tlon0KHM fn=fn"+fr'?). Torna 

(а а... На, ®) + (0, а, №, „+... ba, FP) = (1). 
(3.34) 
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Так как второй член в левой части последнего равенства равен 
правой части, то 

На, а... а, =0. (3.35) 

Это означает, что {|,} является решением однородного линей- 
ного рекуррентного уравнения, соответствующего ф(п) =0. 

Таким образом, если найдено частное решение, то с помощью 

техники, описанной в предыдущем параграфе, можно найти общее 
решение однородного рекуррентного уравнения, после чего по на- 
чальным условиям можно определить неопределенные постоян- 
ные для решения [„, имеющего вид: (общее решение) -{ (частное 
решение). Для некоторых функций ф(п) специального вида част- 
ное решение можно найти достаточно просто, но в общем случае, 
как и при решении дифференциальных уравнений, можно лишь 
рекомендовать воспользоваться одним из известных методов оп- 
ределения частного решения, например методом вариации посто- 
янных [3], [4], [5]. 

Так, в случае если ф(п) =В”, где В — это характеристический 
корень (быть может, равный нулю), частное решение можно най- 
ти довольно просто следующим образом. Подставляя 

Ь=сВ", (3.36) 

где с — постоянная, в уравнение (3.31), получаем с(В’-+а,В’ "+... 
...+а,)В"=В” сВ”р (В) = 6", T. e. cg(B)=1 (3necb g(B) — характе- 
ристический многочлен). Следовательно, 

р. = в . (3.37) 

является частным решением. 
Упражнение 3.6. Найдите рещение уравнения [+224 

--, =3-2" с граничными условиями и=1, нН=1. 

Решение. Данное уравнение имеет характеристнческий многочлен &(2) = 
—2?-{-22--1=.(2-+1)?. Если бы правая часть уравнення была равна 2”, то 

частным решением было 2@) ae Отсюда легко видеть, что правой ча- 

1 1 
сти 3.27 соответствует частное решение 3- ° 27 — 3 2" CyrenzospatenbHo, fn= 

= (Co+¢,n) (ina (y )-2 

По граничным условням находим: 

2 
со +- 1/3=1; — (с - с1) + (/3)-2=1; с=2,3; в1=—1; f-(5-*) x 

I 
x{ —1)" +(=] 2", 

Рассмотрим случай, когда ф(п) является многочленом от п 
степени Ё и 1 не является характеристическим корнем линейного 
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рекуррентного уравнения. Пусть 5(2) — характеристический мно- 
гочлен. Тогда 

в (1)=1- а, На.-+...-На, 520. (3.38) 

Частное решение следует искать в виде многочлена от п степени 

k 

fr= > bj n'- (3.39) 
i=0 

Подставляя этот многочлен в (3.31), получаем 
К 

УВ (п-т) + а, (п-т "+... а, п = 
{—0 

k . i _ 
= So (gn +...)=e(n). 

i=0 

Так как ©(1) 520, то, сравнивая коэффициенты при высших сте- 
пенях в левой и правой частях последнего равенства, можно оп- 
ределить значение бь и далее последовательно коэффициенты 
бы, ... у by, бо. 5 

Упражнение 3.7. Найдите решение уравнения [ии-2Е, = 
—п--1 с граничным условием о =1. 

Решение. Характеристнческим в данном случае является многочлеи #(2) = 
—2-+2. Так как #(1)=35-0, то частиым решением будет многочлен первой 
степеин. Подставляя 

[п = by + by п 

в уравиение, получаем 

[bo + 6 (п-|- 1] - 2 [в + Oy rn] = (8 bg + 61) + За п= 1-м. 
Отсюда следует, что В, =1/3, в,==2/9. Найдя частное решение, положим += 

="9 + 37+с(—2)". 
2.1 7 

Из иачальных условий находим 2/94+-c=1,T. e. c=7/9, fr= otgtts (2) 

Если Ф(п) имеет вид В", где В — характеристический корень, 
или если (nm) — многочлен по пи |1 является характеристиче- 
ским корнем уравнения, то найти частное решение также просто, 
как раньше, уже не удается. Эта задача будет рассмотрена в 
$ 3.5. 

3.4. Разностные формулы 

Рассмотрим функцию [(х), определенную для всех неотрица- 
тельных целых чисел. Обозначая значение этой функции, соот- 
ветствующее целому числу х, через fx, будем рассматривать, как 
и ранее, последовательности чисел {, В, [е, .... 

Выраженне 

Af (x)= F(x +1)—F (x) (3.40) 
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назовем приращеннем [ в точке х. Разности типа (3.40) удобно 
записывать в виде 

A fx =frti—t,- ) (3.41) 

Приращения соответствуют дифференциалам в анализе. Для про- 
извольных фиксированных чисел а и 6 имеют место равенства 

A {af (x) + bg (X)] = aA F(x) +6 g (3); (3.42) 
АР) в (= НПА +e) OF) =F (x) Ag (2) + 
+e(x+ IAF (x). (3.43) 
Первое из них очевидно, а второе следует из соотношения 

ореха) = еси — Кое -Н+ 
+1) &(х)—[(х) &(х). В этом соотношении можно сначала вычесть, 
а затем прибавить вместо |(х--1) 2(х) произведение f(x) g(x+1). 

Упражнение 3.8. Если с — постоянная, то Ас=0; Ах=1. 
В анализе наряду с обычными дифференциалами рассматри- 

ваются дифференциалы высших порядков. Можно определить на- 
ряду с обычными приращениями также приращения высших по- 
рядков. Так приращением 2-го порядка функции | в точке х яв- 
ляется приращение приращения Af (x): 

A [A f (x)] =A? f (x). (3.44) 
При этом 

A? f (x)= ALF (x-+ DFO) =F e+ 2)—2F (x +1) +F (x). (3.45) 
Если такую операцию проделать г раз, то получится приращение 
г-го порядка: Л'[(х). Обобщением равенства (3.45) для прираще- 
ний высших порядков является следующая важная формула: 

A’ f,= у (—1)/— , д (3.46) 
k=0 

Доказательство. Прн Г=| это равенство совпадает с определением при- 
ращения. Для доказательства справедливости формулы, в общем случае, сле- 
дует воспользоваться методом математической индукции, т. е. доказать ее 
справедливость для приращений порядка г-+1, допустив, что она верна для 
приращений порядка г. Имеем 

AnH fp = A[A" В] = > (— 17 * , Ал = 

г _ г , , a 

= 21 (—1yr™ ( Ь ) Geenta fran = С-В TF; X(—1) Хх 

r г г--1 АГ 

хе), 
tent ler в #( 5 ) fen 

k=0 

(здесь нспользовалось равенство (2.7) из главы 2). 

Упражнение 3.9. Покажите, что приращением порядка Е 
многочлена аох"- ... степени Ё является аоЁ!, и, следовательно, 
приращения порядка К-|-| и выше все равны 0. 
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Решение. В данном случае 

A x® (хе м р 

Так как при вычислении каждого следующего приращения степень многочле- 
на в правой части равенства понижается на единицу, то приращенне А-го по- 
рядка многочлена степени Ё будет постоянным, представляющим собой нро- 
изведение коэффициента а при наивысшей степени многочлена на #1. Отсюда 
и из упражнения 3.8 следует, что все приращения более высоких порядков 
будут равны 0. 

Уравнения вида (3.31), которые назывались линейными рекур- 
рентными уравнениями с постоянными коэффициентами, часто на- 
зывают также разностными уравнениямн. Действительно, вос- 
пользовавшись соотношением (3.46), уравнение (3.31) можно за- 
писать в виде 

А-а А+... та’, А&р=ф (п). (3.47) 

Однако, по определению, 

До |. = [,- (3.48) 
Так как в силу (3.46) |„.,—=А"]р,-- (выражение, линейное по 
пычь ..., fn), TO после подстановки этого выражения в (3.31) 
вместо {»+.,‚ будет А’. Далее, если вместо [„4,‚— подставить 
АН - (линейное по [иг-2, ..., п выражение) и так далее, то 
можно получить уравнение (3.47). Для того чтобы (3.47) запи- 
сать в виде (3.31), следует воспользоваться равенством (3.46). 

Функцию f(x), являющуюся многочленом степени А, можно 
разложить в ряд Тейлора следующим образом: 

k ЕС 
Fito tx) = yi LEGO yi, (3.49) 

i=0 tf 

Найдем разностное уравнение, соответствующее этому разложе- 
нию. Для этого для всех неотрицательных целых чисел (]>0) 
определим обобщенную степень, положив 

n'? = n(n—1)...(a—j+ 1); (3.50) 
п — 1 (3.51) 

для ]|—=0 (в частности, 00)=1). Другие свойства этой функции 
очевидны: 

0? =0, ЛОЛ если |>1;, (3.52) 

п(Р =0, если {> п>0. (3.53) 

Обобщенная степень обладает также следующим интересным 
свойством: 

AnW=jnU-) при |1. (3.54) 

Это соотношение в анализе аналогично равенству (x/)’=jxI—! 
(роль х? в данном случае играет п(2)). 
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Доказательство. 

An) = (n+1)n(n—1)...(n—j+2)—n(n—1)...(n—jf+2)(n—j4+)= 

= jn(n—1)...(n—j42)=jnu-., 

Ilyctp f(x) — многочлен от х степени КЕ. Воспользовавшись 
разложением Тейлора (3.49), можно представить [{(|-п) в виде 
многочлена от п степени К. Замечая, что мультипликативная 
функция п) является многочленом степени ] по п, имеем 

k 
fin) = DV b,n% =6,4+0,n9+... +5, n. (3.55) 

j=0 

Вычисляя последовательно приращения, получаем 

Af (én) =6,n© 26, п |... Е, ПО; 

A? f (é+-n) = 2!6,n +... +k(R—1) 6, n-*); 

AF f (i-7n) =A! 6, 1. 

Положим в этих равенствах n=O. Тогда 
2 

МАРЛО, т.е. 6, = и ‚ 1... Be (3.56) 

Подставляя эти выражения в (3.55), получаем 

  

Е АЕ k 
рые У. n= (")^ Е. (3.57) 

j=0 Л j=o \ J 

Эта важная формула соответствует разложению в ряд Тейлора 
(3.49). 

Упражнение 3.10. Покажите, что если корень а5=0 мно- 
гочлена г-й степени f(z)=z’+a;2"-!+ ...+ а, имеет кратность 
то 

=0, Ё=0, 1,..., 1—1; 

£0, k=1. 

Решение. Имеем { (а) = f’ (a) = ...= КГИ (а)=-0; Е (а) 20. 

В общем случае Е(® (а) = г(г— 1). —&+ 1) ahh ay (r— 1)... 

tr — Bat * tt ap (RI), Le = а * 4 (r— I) X 
Ха"... Е) аъ ао. 

Однако в силу (3.53) выражения (#—1)'*, ..., 0®) все равны нулю и, следо- 

вательно, в данном случае 

o® #(®) (а) = (№ а" (r—1)™ а... 1 а, а--0(® а,. 

г) аг-- (г 1) али"... 0 а, | 

3.5. Нахождение частного решения 

В & 3.3 было показано, как можно найти частное решение ли- 

нейного рекуррентного уравнения с постоянными коэффициента- 

ми (а,=5=0): 
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fntr ta fatr—1t ... На, =Ф(п), п=0, 1, 2,..., (3.58) 

для некоторых специальных функций ф(п). В остальных случаях 
частное решение можно найти, если воспользоваться общими 
формулами для приращений, полученными в $ 3.4. 

Вначале найдем частное решение в случае, когда 

P(r) =a" (3.59) 
и а(5=0) является характеристическим корнем кратности [. Если 
а не является характеристическим корнем, то, как следует из 
$ 3.3, частное решение имеет вид са?. Если же а — характеристи- 
ческий корень, то это выражение частным решением не является. 
Подставляя со’? в уравнение, получаем са” (а’-Наза”—1-| ...-Ра,) = 
—а" (здесь мы воспользовались тем, что выражение в скобках в 
левой части равно нулю). Частное решение в рассматриваемом 
случае имеет вид 

В. = сп) оп, (3.60) 

где п@ — мультипликативная функция, введенная в предыдущем 
параграфе. Подставляя (3.60) в (3.58), находим 

сот [(п-- г) от - (п--г— Га, о -... п а] =оам. (3.61) 

Следовательно, если показать, что выражение в скобках в левой 
части — отличная от нуля константа, то, взяв в качестве с зна- 
чение, обратное этой константе, можно утверждать, что (3.60) 
является частным решением. 

Пусть В(п) — многочлен степени не выше [. Положим 

h(n) =(n+ryOart(ntr—NYOaart+...+nM4a,. (3.62) 

Из упражнения 3.10 следует, что 

До (0) = А (0) = г аи +(r—IMaart+...40M a #0. 

Далее, вычисляя последовательно приращения относительно 
(3.62) и полагая п=0, получаем 
АР (0) = [иЧ- ог -| (г 1) а, аи... + 00-9 J; 

A? hr (0) = 1) [rC—2) ar + (r— и ajar + OU) a); 

AM f (0) = Ко о ar + | о а 0—1 --...-- 09) а,]. 

Все эти выражения, как показывает упражнение 3.10, равны 
НУЛЮ. Следовательно, B CHJIY (3.97), 

h(n)= у ( a yawn h (0) = A (0). 
j=0\/ 

Поэтому равенство (3.61} переходнт в равенство 

ch(0)a" =a", 

Takum o6pa3om, ecw noO.10KHTb C=]/h(0), to (3.60) будет част- 
ным решением. При этом с задается формулой 
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c=[rM of + (r—1I)M a, att +. 40M a J (3.63) 

Упражнение 3.11. Найдите частное решение уравнения | 

Ва а -а-- = (— 1)". 

Решение. Так как —1 является характеристическим корнем кратиости 2, 
то искомое частное решение будет иметь вид 

ce ni?) (— 1)" = en (n—1)(— 1)". 
Воспользовавшнсь формулой (3.63), постояниую с можно определить сле- 

дующим образом: с= [2(2) (—1)2-{ 1(2)-2. (—1)1-+ 02). ]-1=[21.1-+0-+0] -# = 1/2. 
Таким образом, искомое частное решение 

п (п 1) 
о (и. 

Пусть функция ф(п) является многочленом от п степени А и 
| — характеристический корень кратности [. При этом тождество 
из упражнения 3.10 переходит в следующее («=1): 

r+ (r— 1) a, + (r— 2) ag+... +0” a, | м ВЫ en 

Ecau mpuH j>>1 noxcTaBHutb 

n=en (3.65) 

в левую часть (3.58), то она будет иметь вид 

C[(n +r) + (nt-r—DMa,+...+nM a]. 

Многочлен в скобках h(n) uMeeT cTemeHb самое большее |. Вы- 
числяя последовательно приращения, находим 

A°h (0) =A (0) =r 4+ r—1) a, +... +0 a, 
Ah (0) = jf (4-4 (7—1)U-D ay +. 4 O4-Y a, J; 

Ai h (0) = jr 4+ (r—1) a +... + (0) a]. 
Ecnu j=l, To u3 (3.64) umeem 

Al h(0)= AJ h(0) =... =A/—4' hb (0) = 0; 

Aj-'h (0) 40. 

Отсюда и из (3.57) cnenyeT, UTO A(n) является многочленом OT 
n ctenenn (j—l). Ecnu j<l, to Ajih(0) =As—'A(0) = ... = ASH (0) = 
—=0 и, следовательно, В (п) =0. 

Таким образом, мы показали, что если ф(п) является много- 
членом степени Е и 1 — характеристический корень кратности [, 
то частным решением будет многочлен степени А--{ следующего 
внда: 

= ап с, РА -... с пг. (3.66} 

Упражнение 3.12. Найдите решение уравнения [иы-—Ё = 
—1?-|-2п--1 с граничным условием р =0. 
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Решение. Так как 1 является характернстическим корнем, нщем частное 
решение в виде {»„—Соп3-с:"?--с2п. Подставляя это выражение в уравнение, 
получаем 

Со (п-+ 13 -- с, (п 02-2 (п-- LI — eq 23 — ey 2? — с. п == 3% п?4-(3 со--2 сл)п -- 

-Н (со -{ са Е с2) = п + 2п-{ 1. 

Прнравнивая постоянные козэффициеиты, находим, что Co=1/3, cy== 1/2, Co=1/6.. 
Складывая частное решение с общим решением однородного уравнения. 
с(1)"=с, получаем 

1 | 1 
— — 73 — 3 —_ , 

[в = 3 + 9 + 6 n+t+e 

Из граничного условня следует, что с=0. Таким образом, 

fn = (2n2 43 n? + n)/6=n(n-+ 1) (20+ 1/6. 
Это выражение совпадает с правой частью формулы (3.2). 

3.6. Приложения к задачам, связанным с периодическими 
структурам 

Упражнение 3.13. Найдем значение |» следующего опреде- 
лителя порядка п: 

    

1100...0 

1110...0 

От... 0 
я ЕР: | 
0... | 4 I 

0...0 0 1! ] 

Решение. Если разложить определитель по первому столбцу, то получим 

|1 0 0 O 0 
1 t 1 O 0 

ог и 0 

= |6 го 
0 ot t1 1 

0 0041 i411     
Вновь разлагая определнтель по 1-му столбцу, нмеем fn=fn-1—fn—-2 Это мож- 
но запнсать в внде рекуррентного уравнення fnzo—fn-it/n=0, n=0, 1,. 
Tax Kak f;=1, fo=0, To, полагая о =1, прнходим к рекуррентному уравнению, 
выполняющемуся при всех п=0, 1, 2, .. Задаваемая HM последовательность 
точно совпадает с последовательностью чнсел, найленной в упражнении 3.4. 

л л 
Следовательно, [п=со$ —п-== $ш — Я. 

3° V3” 3 

Упражнение 3.14. Предположим, что при размещении без 
повторения п>2 чисел 1, 2,..., п на Г-ю позицию должно быть. 
помещено обязательно одно из чисел, входящих в 1-й столбец сле- 
дующей таблицы: 

12...n—3 n—2 n—I 

123...n—-2n—I1n 

934.,.n—In



Найдите общее число [(п) таких размещений. 

Решенне. Чнсло п должно быть взято либо из пП-го, либо из (п 1 )-го 
столбца прнведенной в задаче таблицы. Если п взять из л-го столбца, то остав- 
шиеся числа 1, 2, .., п-т | должны выбнраться согласно следующей таблице: 

12... n—3 n—2 

123... n—2 n—l 

234. n—l 

Поэтому общее чнсло размещений, при которых число п берется нз п-го столб- 
ца, равно [п-—1. 

Далее, еслн число п берется из (л—1)-го столбца, то п-ю познцию авто- 
матически занимает число (п 1). Следовательно, оставшиеся л—2 чисел 1, 2, ... 
... П2 должны выбираться согласно следующей таблице: 

12... n—3 

123 ..n—2 

234... 

Это означает, что число размещений рассматрнваемого типа равно {пм-а. 
Таким образом, мы получаем следующее рекуррентное уравнение: {и+2— 

—fati—fn=0, n=2, 3, ... Легко проверить, что 2=2 и {з=3. Еслн положить, 
кроме того, ю=р==1, то приведенное рекуррентное уравнение будет выпол- 
няться при всех n=O, 1, 2, .. Следовательно, искомая последовательность чи- 
сел является последовательностью чисел Фибоначчи, рассматривавшейся в 
упражнениях 3.2 и 3.3. 

Упражнение 3.15. Найдите напряжение Им на входе по- 
казанной на рис. 3.1 схемы, по которой протекает постоянный 
ток. Известно, что напряжение на ее самом правом резисторе 
равно (о=1 В. 

Решение. Обозначим напряжения и токи в звеньях рассматриваемой схемы 

так, как показано на рис. 3.2. При этом Inti= 7 (Unt2—Un-1); In = (Un4i— 

1 
—0»„). Подставляя эти выраження в формулу о От+, получаем 

1 1 
qUnt2 Unit 7 Un=0, т. е. От, И, =0, n=0, 1, 2, ene 

Характернстический многочлен 22—42+1 имеет два простых корня 2—3, а 
поэтому общнм решением в данном случае будет 

И = с, (2+ УЗ)" +- с, (2— УЗ)". 

  

442 4 4 4 4 

ay | 2.9 2 р ИИ И 

о—* и : 
т т Рнс. 3.1. Электрнческая 
“att a2 схема H3 упражнения 

3.15 

4 4 
     

   
    1 — n 

Рнс. 3.2. Связь напря- 
` жений и токов 

|2 
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Для определення констант с; и С2 необходимо воспользоваться заданным зна- 
чением М =—1 В, а кроме того, значеннем Иь которое можно легко вычислнть. 
Действительно, как вндно из рнс. 3.1, через крайний правый резнстор проте- 
кает ток Оо/2, н, следовательно, И. =6%4/2 =3ЗИ =ЗВ. 
Отсюда, в свою очерель, получаем, что C1+Co=—l, с'(2+ УЗ) +€3(2— //3) =3, 

.е. (= —=), c= T= (l-—We= ). T 1 9 (1+ V3 ) C2 о ( Уз ) 

Таким образом, искомое напряжение на входе схемы 

— I моим Им= > (1+7) 2+ УЗ + (1 т) Уз)”. 

Задачи 

3.1. Найдите решение уравнения ил-+2—2и,1--Зи, =1 с гра- 
ничными условиями #0.=и: = 1. 

3.2. Сколько размещений с повторениями четырех букв, а, 6, 
си по п позициям содержат букву а четное число раз? 

3.3. На плоскости имеется круг и п прямых. Известно, что все 
прямые пересекаются внутри круга и что никакие три прямые не 
пересекаются в одной точке. На сколько частей прямые делят 
внутренность круга? 

3.4. Найдите частное решение уравнения ЛД’ =п() и общее 
решение однородного уравнения Д’}„,=0. 

3.5. Найдите значение определителя порядка п: 

    

4200..-0 
242 0..-.-0 
0 242...0 

O... 2 420 
о .. 0 242 
0... 0024 

Глава 4 

Графы 

4.1. Понятие графа 

Граф можно представлять себе как конфигурацию, подобную 
тем, что изображены на рис. 4.1,а и, представляющую собой со- 
вокупность некоторых линий, соединяющих между собой некото- 
рые точки. Точки называются вершинами, а линии — ребрами. 
На рис. 41,4 имеется ребро, которое начинается и заканчивается 
в одной и той же вершине; такие ребра называют петлями. Од- 
нако далее будут рассматриваться графы, не содержащие  пе- 
тель. Некоторые пары различных вершин графа могут быть сое- 
динены несколькими ребрами, как это изображено, например, на 
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рис. 4.1,6; такие графы называют графами с кратными ребра- 
ми. Если любые две различные вершины графа соединены не бо- 
лее чем одним ребром, то такой граф часто называют линейным. 
Если это в данной книге не оговорено особо, то рассматриваются 
произвольные графы с кратными ребрами. 

  

oa! 
q 

a 
a 

С — b 
<>, б bf 

с 5' 
a) 5) a) 4) 

Рис. 4.1. Графы: Рис. 4.2. Примеры графов: 
а — граф с петлей; 6 — парал- а — граф; 6 — истинный — подграф 
лельные ребра графа 

Математически граф С определяется двумя множествами (У, 
Е), где У — конечное множество вершин, а ЕЁ — некоторое мно- 
жество неупорядоченных пар вершин (а, 6). Неупорядоченная 
пара вершин (а, 5) называется ребром, соединяющим две раз- 
личные вершины а и 6. Так как порядок вершин не играет роли, 
то наряду с записью (а, 6) допустима и запись (6, а). На рис. 
4.2,а ребро х соединяет вершины а и 6; эти вершины называют 
концевыми точками или концами ребра х. При этом также гово- 
рят, что ребро х инцидентно вершинам а и 6, или что вершины а 
и 6 являются смежными. Совокупность ребер, инцидентных вер- 
шине а, называется звездой вершины а и обозначается 6 (а). На- 
‘иболее важное соотношение теории графов 

1 
ПЕ =-- 2 deg (a). (4.1) 

аеЕУ 

Оно утверждает: число ребер в графе равно половине суммы 
степеней его вершин. Это равенство следует из того, что в графе 
нет петель и каждое ребро учитывается в сумме правой части ра- 
венства дважды (так как оно инцидентно ровно двум различным 
вершинам). 

Упражнение 4.1. Покажите, что в любом графе число 
вершин нечетной степени четно. 

Решение. Сумма в правой части равенства (4.1) является четным числом. 

Вершина а называется изолированной вершиной, если 6 (а) =®©, 
т. е. если в графе нет ребер, которые были бы инцидентны а. 
Вершина а называется концевой, если |4(а) | =1, т. е. если име- 
ется ровно одно ребро, которое ей инцидентно. Например, вер- 
шина а’ на рис. 4.2,а — изолированная, а вершина 6’ на’ рис. 
4.2,6 — концевая. 
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pam G’=(V’, Е’) называется подграфом графа С= (У, Е), 
если У”’ЕУ и Р’ЕЁ. Одним из подграфов графа С является сам 
граф С. Граф, который не имеет ни одной вершины и ни одного 
ребра, называется пустым. Пустой граф является подграфом про- 
извольного графа С. Подграф графа С@, не совпадающий с са- 
мим графом С и не являющийся пустым, называется собственным 
подграфом графа С. Граф, изображенный на рис. 4.2,6, является 
собственным подграфом графа, изображенного на рис. 4.2,а. 

Путем длины 1 называется последовательность 

Со, Х1, 1, Х2,..., @1—1› ХАБ ат, (4.2} 

в которой ребро х; (1=1, ... [) соединяет вершины а и а:. Если 
а05=@, то путь называется пезамкнутым (открытым). Если же 
а0=аь, то путь называется замкнутым или циклическим. Путь 
(4.2) называется простым, если все его ребра x, ..., м различны. 
Открытый путь, в котором все вершины аи, ..., а, различны, назы- 
вается цепью, соединяющей вершины а и а, или просто (@— 
а) -цепью. Замкнутый простой путь, все вершины ао, а, ..., @ ко- 
торого различны, называется простым циклом (или просто цик- 
лом). На рис. 4.3 приведено несколько примеров введенных по- 
HATHH. 

Если задан путь (4.2), соединяющий вершины @ и а (Ao 
5=а!), то выбором некоторого подмножества ребер из совокупно- 
сти д, .., м можно построить цепь. Это можно доказать, напри- 
мер, следующим образом. Среди всех путей, соединяющих вер- 
шины а И а, множество ребер которых является подмножест- 
вом совокупности ди, ... Х, выберем самый короткий путь (со- 
держащий наименьшее число ребер). Пусть это будет путь 

ав =@’, Х’1, @’1,..-, @ъ-л, X py = Qh. 

Покажем, что вершины а’, а”, ..., а“ этого путн различны, т. е. 
он представляет собой (а‹,—а!)-цепь. Действительно, если а’: = 
=а’;(1<]), то вместо выбранного пути длины А можно взять 
путь 

Ч, = а’, Х’1,...) @ь Ху @у-ль.... @ъ=аь 

который также соединяет вершины ао и аь но имеет длину 
к—(/—) <Е. Это противоречит предположению о минимальности 
к. Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

  

Рис. 4.3. Цепи и циклы: 
а — (4 — а5)-цепь; 6 — цикл 
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Теорема 4.1. Если существует путь, соединяющий две различ- 
ные вершины а и 6, то из ребер этого пути можно построить 
(а—0) -цепь. 

Следующая теорема является аналогом предыдущей для зам- 
кнутых путей. 

Теорема 4.2. Если существует замкнутый простой путь, то из 
его ребер можно составить цикл. 

Доказательство. Предположим, что последовательность (4.2) 
является замкнутым простым путем, т. е. а. =а. Если все верши- 
ны @о, а, ..., ага различны, то этот путь будет циклом. В про- 
тивном случае из совокупности его ребер выберем подмножество, 
которое образует замкнутый путь минимальной длины, и возь- 
мем его в качестве последовательности (4.2). Можно показать, 
что все вершины 40, ди, ..., @-1 этого пути различны, а следова- 
тельно, он является циклом. Действительно, если какая-либо из 
вершин входит в совокупность 40, Qi, ... ал дважды, то найдется 
целое число К (1<А<!-—1), обладающее следующими свойствами: 
все вершины до, а1, .... ак различны и ав! совпадает с одной из 
вершин до, @1, ..., @ь. Пусть аа=аки (0<#<2). Тогда путь ai, 
Х, ... @в, Хьы, авы будет замкнутым простым путем, длина ко- 
торого k+1—i<l—l, т. е. меньше длины рассматриваемого пу- 
ти (4.2), т. е. получено противоречие. 

Обе приведенные теоремы кажутся очевидными. Но при рас- 
смотрении несколько более сложных свойств необходимо пользо- 
ваться стандартными методами доказательств, принятыми в 
теории графов, напрнмер подобными использованным ранее. Так, 
если из формулировки теоремы 4.2 исключить требование прос- 
тоты пути, то теорема будет неверна. Примером, показывающим 
это, является последовательность Go, X, @1, Х, ао, в которую реб- 
ро х входит 2 раза и которая, следовательно, простой не явля- 
ется. Очевидно, что только из ребра х построить цикл невозможно. 
Если же путь ао, хь, ав, Х2, ао является простым, то, очевидно, два 
его параллельных ребра, хи и х2 (2\5ЕХ2), образуют цикл. 

Теорема 4.3. Пусть С =(У, Е) — граф, все вершины которого 
имеют четную степень. Тогда для произвольного его ребра х в 
графе существует замкнутый простой путь, содержащий это реб- 
po Xi. 

Доказательство. Пусть ао, а! — концевые точки ребра х:. Так 
как степень а, — четное число, то найдется другое ребро, отлич- 
ное от х, и инцидентное а:. Пусть таким ребром будет хо и 
а. — его концевая точка, отличная от а1. Путь ао, №, а1, Хо, а? 
является простым. В общем случае пусть уже построенный прос- 
той путь заканчивается в вершине, отличной от a). Существует 
инцидентное этой вершине ребро, которое ранее не использова- 
лось, и наш путь можно продлить еще на одно ребро. Строя та- 
ким образом последовательность @0, м, @ь Хз, @2, Хз, @з, .., мы 
получаем последовательность простых путеи увеличивающейся 
длины. Поскольку общее число ребер в графе конечно, то через 
некоторое время продлить путь уже будет невозможно. Это зна- 
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чит, что путь заканчивается в вершине 40. Это доказывает суще- 
ствование замкнутого простого пути, содержащего ребро х:. 

Если удлинять простой путь так, как это делалось при дока- 
зательстве последней теоремы, строя последовательность 40, %1, 
а1, Хз, аз, .., ТО некоторые из вершин могут входить в путь 2 и 
более раз. Предположим, что вершины ао, @1, ... аь-— все различ- 
ны, а ак совпадает с вершиной а; (0=1=— @_7 
—=Е— 1). Как видно из рис. 4.4, ребра хи, ... 
... Хв образуют цикл. Обозначим через Е” 
множество ребер, которое получается при 
удалении из множества ребер Ё графа С = 
= (У, Е) совокупности {хен, -.., Хн}. Граф 
(’= (У, Е’), как и исходный, обладает тем д, = ak 
свойством, что все его вершины имеют Чет- р’ 44 выделенне цик- 
ную степень. Следовательно, если ЕЁ’ не яв- ла 
ляется пустым множеством, то для каждого 
отдельного ребра описанный процесс можно повторить. Выполняя 
эту процедуру достаточное число раз, приходим к следующей тео- 
реме. 

Теорема 4.4. Если степени всех вершин графа С= (У, Е) 
четны и множество его ребер Е не пусто, то Е совпадает с объе- 
динением множеств ребер некоторого числа циклов, никакие два 
из которых не имеют общих ребер. 

Эта теорема имеет следствие, усиливающее теорему 4.3. 

Следствие. Пусть С = (ТУ, Е) — граф, все вершины которого 
нмеют четную степень. Для произвольного ребра х графа С су- 
ществует цикл в @, содержащий х. 

Упражнение 4.2. Покажите, что если в графе существуют 
две различные цепи, Р: и Рз, содержащие одни и те же различ- 
ные вершины а и 6, то из некоторого подмножества множества 
ребер Р, и Р. можно построить цикл. 

   

Решение. Пусть У’ — множество вершин, входящих в Р; и Р» Е! — мно- 
жество ребер Ру и Е› — множество ребер Р». Обозначим через Е’ симметриче- 
скую разность Е; и Е», т. е. положим E’=E,@E2= (E\;—E,)U(E2—£,). Заме- 

тим, что Е’ не пусто (так как цепи Рь Р2 различны). 

Покажем, что граф (У’, Е’) удовлетворяет условням теоремы 4.4, т. е. что 
все его вершнны имеют четную степень. Из этого будет следовать, что некото- 
рое подмножество множества Е” образует простой цикл. 

Пусть х; и и — ребра из Рг и Р2 ‹оответственно, которые иицидеитны 
общей конечной вершине а этих цепей. Возможны два случая: х15ЕИ; и х=и]. 
В первом оба ребра, х, и у, принадлежат Е”, так что степень а равна 2. Во 
втором Е” не содержит ребер, ннцидентных а, так что степень а равна 0. Ана- 
логично можно показать, что другая общая конечная вершина цепей 6 также 
нмеет четную степень. Рассмотрнм далее промежуточные вершины цепей. Если 
промежуточная вершина с принадлежит только одной из цепей Ри, Рь то, оче- 
видно, число ребер в Е’, ининдентных с, равно 2. Предположим, что с при- 
надлежнт обенм цепям, Р, и Ро. 

Пусть х, х’ — ребра Ру, ннцидентные с, а у, у’ — ребра Р», инцидентные 
с. Если эти ребра не совпадают, то они принадлежат Е” и, следовательно, чис- 
ло инцидентных с ребер равно 4. Если же некоторые два ребра совпадают, на- 
пример х=и, то Е’ будут прннадлежать только ребра х и у’ ив Е” чнсло 
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ининдентных с ребер будет равно 2. Прн полном совпадении, т. е. когда x=y 
и х=у, Е’ не прннадлежнт нн одно ребро и степень с равна 0. Таким обра- 
зом, степень с всегда является четным числом. 

4.2. Связность 

Граф С=(У, Е) называется связным, если между произ- 
вольными различными двумя его вершинами существует цепь. 
Как следует из теоремы 4.1, вместо цепи можно также говорить о 
пути. 

Пусть 5 — непустое подмножество множества вершин И гра- 
фа С=(У, Е), а Е($) — совокупность ребер графа, обе коице- 
вые точки которых принадлежат $5. Подграф ($, Е (S)) графа С 
называется подграфом, порожденным 5. 

Предположим, что задан граф С=(У, Е). На множестве вер- 
шин этого графа определим отношение ==, считая, что а==б, ес- 
ли а=фб, или в графе существует цепь, соединяющая а и ф. Не- 
трудно видеть, что == является отношением эквивалентности. 
Действительно, а==а и отношение == рефлексивно. Если а==6, то 
b=a, и отношение == симметрично. Если а=Ь и ф==с, то в гра- 
фе существуют как (а—6)-цепь, так и (5—с)-цепь. Если эти це- 
пи соединить в вершине 6, то, очевидно, получится путь, соединя- 
ющий вершины а и с. Следовательно, а==с, т. е. закон транзи- 
тивности здесь также выполняется. 

Пусть У,, .., Ук — классы эквивалентности множества вер- 
шин ИУ графа @=(У, Е), определяемые отношением эквивалент- 
ности == (см. $ 1.4). Подграфы (У;, Е(У,)), ..., (Уь, Е(У,)) графа 
С называются связными компонентами этого графа, а их число 
Е называется степенью связности (рис. 4.5). Очевидно, что сте- 
пень связности связного графа равна | н единственная связная 
компонента совпадает с самим графом. Если аеУ,, БЕЙ; и 
15|, то а=б и в графе С нет ребер, соединяющих вершины а 
н 6. Таким образом, каждая вершина может принадлежать од- 
ной и только одной связной компоненте. Аналогично каждое 
ребро графа принадлежит ровно одной связной компоненте. 

Пусть х — некоторое ребро графа С=(\У, Е). Графом @—х 
называется граф (У, Е—{х}). Другими словами, граф С—х по- 
лучается путем удаления из С ребра х (обе концевые точки Xx 
в графе остаются). 

Теорема 4.5. Если в связном графе G=(V, Е) ребро х при- 
надлежит некоторому циклу, то граф С—х также является связ- 
НЫМ. 

Доказательство. Рассмотрим цикл а, Х, @аь Yo, Qe, .., Yn 
а (а =а:), содержащий ребро x. Покажем, что если удалить из 
графа ребро х, то между любыми двумя вершинами будет суще- 
ствовать некоторый путь. 

Рассмотрим произвольный путь, соединяющий две вершины 
графа С. Очевидно, что если часть пути ао, Х, а, заменить на 
а0=аь И, ..., @2, Уз, а, то вновь получится путь, соединяющий 
эти вершины. 
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Верна также и обратная теорема. 
Теорема 4.6. Пусть С = (У, Е) — связный граф, и х — его реб- 

ро (рис. 4.6). Если граф С —х является связным, то в С сущест- 
вует цикл, содержащий х. 

6 

© 

Рис. 4.5. Пример графа Рис. 4.6. Исключение ребра 
со степенью  связанно- 
сти 4 

Доказательство. Рассмотрим концы а, 6 ребра х, а также цепь 
в графе С—х: а=а%, и, а, ..., Уь Ы=б, которая соединяет а и 5. 
Построенный по этой цепи путь а=ао, Yi, A, .... Yr A=b, xX, a в 
С является циклом. 

Ребро х графа С= (У, Е) называется мостом или разделяю- 
щим ребром, если связность С—х больше связности G. Если 
граз> С не является связным, то при удалении ребра х видоиз- 
меняется лишь связная компонента С, которая содержит х. От- 
сюда и из теорем 4.5 и 4.6 следует необходимое и достаточное ус- 
ловие того, что некоторое ребро является мостом. 

Теорема 4.7. Ребро графа является мостом тогда и только 
тогда, когда в графе нет циклов, содержащих это ребро. 

Упражнение 4.3. Найдите все мосты графа, изображенно- 
го на рис. 4.7. 

Решение. Мосты рассматриваемого графа — ребра ха, ха, хо. 

Разомкнутой (замкнутой) эйлеровой цепью графа называет- 
ся простой разомкнутый (замкнутый) путь, включающий все реб- 
ра графа. 

Теорема 4.8. Граф имеет замкнутую эйлерову цепь тогда и 
только тогда, когда а) он является связным и 6) все его вер- 
шины имеют положительные четные степени. 

Доказательство. Так как необходимость очевидна, то покажем 
только достаточность приведенных условий. Согласно теореме 
4.3, в рассматриваемом графе С= (У, Е) имеется замкнутый про- 
стой путь. Рассмотрим замкнутый простой путь 

а, Xy, а,,..., а» ..., Xp, Ay = Ap, (4.3) 

содержащий нанбольшее число ребер. Допустив, что в графе 
имеются ребра, не принадлежащие этому путн, получим протн- 
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воречие. Покажем сначала, что в графе нет вершин, не лежащих 
на этом пути. 

Предположим, что некоторая вершина В не лежит на рассма- 
триваемом пути. Так как граф является связным, то существуют 
цепи между 5 и каждой из вершин а, ..., аи. Рассмотрим наибо- 

^ 

  

Tg 

x 22 xy, Lg 

у 25/ \Uyz 

Сб 

Рис. 4.7. Пример Рис. 4.8. Граф из уп- 
графа ражиеиия 4.4 

лее короткую цепь 6=фо, и, 01, .... Ym, Om=a;. Очевидно, что вер- 
шины бо, ... би-1 Не могут совпадать с вершинами Qo, ..., Alt. 
Следовательно, ребро уш, соединяющее би— и Вж, не входит в 
путь (4.3) Из множества Е ребер графа удалим ребра хы, ..., Хь 
а полученное в результате множество ребер обозначим через Е”. 
В графе (У, Е’) все вершины имеют четную степень. Отсюда и 
из теоремы 4.3 следует, что в этом графе существует простой 
замкнутый путь, включающий ребро уж. Пусть это будет путь 

а;, Ут,---, @1- (4.4) 

Если в (4.3) вместо а; подставить (4.4), то, очевидно, получится 
простой замкнутый путь, длина которого будет больше [. Это 
противоречит тому, что [ — максимальная длина простого замк- 
нутого пути в графе. 

Таким образом, мы показали, что простой замкнутый путь 
максимальной длины (4.3) проходит через все вершины графа. 
Предположим, что он содержит не все ребра графа. Тогда в 
графе найдется ребро у, инцидентное одной из вершин а; и в то 
же время не входящее в путь (4.3). В этом случае точно так же, 
как ранее, нетрудно прийти к противоречию. 

Следствие. Граф имеет открытую эйлерову цепь тогда и толь- 
ко тогда, когда он а) является связным и 6) содержит две вер- 
шины нечетной степени. 

Доказательство. Так как необходимость очевидна, то покажем 
только достаточность приведенных условий. Пусть а и 6 — две 
вершины графа, имеющие нечетную степень. Соединим вершины 
а и 6 еще одним дополнительным ребром. После этого все Bep- 
шины графа будут иметь четную степень. Так как любые две 
вершины графа соединены цепью, то вершин степени О в графе 
нет. Следовательно, степень всех вершин является положитель- 
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иым четным числом. По теореме 4.8 в графе существует замкну- 
тая эйлерова цепь. Если из этой цепи удалить ребро х, то полу- 
чится открытый простой путь, соединяющий вершины а, 6 и со- 
держащий все ребра исходного графа. 

Наряду с эйлеровой цепью существует также понятие гамиль- 
тоновой цепи, которая определяется следующим образом. Разом- 
кнутой (замкнутой) гамильтоновой цепью графа называется зам- 
кнутая цепь, которая проходит через все вершины графа. 

Для того чтобы на графе, удовлетворяющем условиям тео- 
ремы 4.8, найти эйлерову цепь, следует воспользоваться алго- 
ритмом, описанным при доказательстве теорем 4.3 и 4.8. 

Упражнение 4.4. Найдите замкнутую эйлерову цепь на 
графе, изображенном на рис. 4.8. 

Решение. Начинать построение можно с любого ребра графа. Начием с 
и, м, @. Получаем: G1, X1, Gs, Xy Gu Xx, аз, Хь а> Хз аь Хь аз, Хь G2, X7, Ay. 
В даниом случае мы сразу получили эйлерову цепь. Если в графе остаются 
ребра, которые нельзя использовать для продолжения имеющегося путн, то 
следует иачииать стронть простой замкиутый путь из уже пройденной верши- 
ны и иицидентного ей ребра, если только последнее ранее ие использовалось. 
Продолжая этот процесс, в конце концов мы построим эйлерову цепь, содер- 
жащую все ребра графа. 

4.3. Деревья 

Связный граф, не содержащий простых циклов, называется 
деревом; произвольный граф, не содержащий циклов, называется 
лесом. Очевидно, что связные компоненты леса являются дере- 
вьями (рис. 4.9). 

[pap GC Aepeso, ПОрЫАИЩЕЕ 
граф с 

о 

Рис. 4.9. Примеры деревьев Рис. 4.10. Граф С и дерево, его покры- 
вающее 

Так как дерево, по определению, связно, то любые его две 
вершины можно соединить цепью. Отсутствие циклов в дереве 
приводит к тому, что между двумя вершинами дерева имеется 
только одна цепь (упражнение 4.2). Ясно также, что если меж- 
ду двумя различными вершинами существует ровно одна цепь, 
то граф является связным и не содержит циклов. Из изложен- 
ного следуют теоремы. 

Теорема 4.9. Граф является деревом тогда и только тогда, 
когда между любыми двумя его различными вершинами сущест- 
вует одна и только одна цепь. 
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Теорема 4.10. Дерево, содержащее две или более вершин, 
имеет, по крайней мере, две концевые вершины. 

Доказательство. Предположим, что граф С= (У, Е), имеющий 
более двух вершин, является деревом и @%, X1, Qi, ..., Хх, @ пред- 
ставляет собой цепь максимальной длины этого дерева. 

Покажем, что конечные вершины этой цепи ао и а являются 
концевыми, т.е. что вершинам би @а инцидентны COOTBET- 
ственно только ребра x, H х. Доказательство аналогично для 
обеих вершин, поэтому проведем его только для вершины аи. 
Предположим, что существует ребро, отличное от х! и инцидент- 
ное @. Пусть это будет ребро хь, и ац, — его концевая точка, 
отличная от а. Так как в дереве не может быть циклов, то а 
не совпадает ни с одной из вершин ас, а, ..., аь т. е. последова- 
тельность ао, х1, а, -... Хь аь Хць ана также является цепью и 
имеет длину [--1. Это противоречит тому, что { — максимальная 
длина цепи в графе. 

Лемма 4.1. После удаления из дерева одной из его концевых 
вершин вместе с инцидентным ей ребром вновь получается дерево. 

Доказательство. Пусть а — концевая вершина дерева, и х— 
инцидентное ей ребро. Предположим, что ребро х соединяет вер- 
шины аи 6. Очевидно, граф (У—{а}, Е — {х}), который получа- 
ется удалением из рассматриваемого дерева вершины а и ребра 
х, не содержит циклов. Также очевидно, что цепь, соединяющая 
две различные вершины а’, 5’ЕУ— {а} исходного графа, не со- 
держит ни вершину а, ни ребро х. Следовательно, в исходном 
графе цепь, соединяющую вершины а’и 6", можно построить 
только из ребер, принадлежащих множеству Е— {х}. Это озна- 
чает, что граф (У—{а}, Е — {х}) является связным. 

Теорема 4.11. Дерево с р вершинами имеет р—! ребер. 
Доказательство. При р=! дерево состоит только из одной 

изолированной вершины и, следовательно, число ребер в нем рав- 
но 0. Предположим, что теорема верна при р=Е. Согласно тео- 
реме 4.10, дерево с Е-+! вершинами имеет концевую вершину. 
Если исключить из дерева эту концевую вершину вместе с ин- 
цидентным ей ребром, то, согласно лемме 4.1, вновь получится 
дерево, имеющее уже А вершин. По предположению. это дерево 
имеет Ё—1 ребер. Это означает, что любое дерево с Е+1 вер- 
шинами имеет Е ребер. Отсюда и из принципа индукции следует 
справедливость теоремы. 

Пусть С=(У, Е) — связный граф. Дерево, являющееся под- 
графом графа С и содержащее все его вершины, называется 
деревом, покрывающим граф С (рис. 4.10). 

Теорема 4.12. В связном графе всегда существует покрыва- 
ющее его дерево. 

Доказательство. Если в графе нет циклов, то он является 
деревом и, следовательно, сам себя покрывает. При наличии 
циклов исключим из графа одно ребро, принадлежащее какому- 
нибудь циклу. Из теоремы 4.5 следует, что получившийся в ре- 
зультате граф будет связным. Исключая ребра до тех пор, пока. 
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в получающихся графах будут существовать замкнутые циклы, 
мы придем к связному подграфу, не содержащему циклов. Этот 
подграф будет искомым деревом, покрывающим исходный граф. 

Следствие 1. Пусть Е — подмножество ребер графа С = (У, Е) 
такое, что совокупность ребер ни одного цикла графа не лежит 
полностью в Р. Тогда существует дерево (У, Е’), покрывающее 
С, для которого Рс-Ё”. 

Доказательство. Так как в графе нет циклов, состоящих толь- 
ко из ребер множества РЁ, то при доказательстве теоремы 4.12 
можно исключать из циклов те ребра, которые не принадлежат 
множеству Р. Это приводит к указанному следствию. 

Следствие 2. Связный граф с р вершинами и (p—l) реб- 
рами является деревом. 

Доказательство. Если бы такой граф содержал цикл, то при 
доказательстве теоремы 4.12 после исключения некоторого чис- 
ла т(т>0) ребер получилось бы дерево, покрывающее задан- 
ный граф. Но тогда число вершин было бы равно р, а число ре- 
бер р-1—т<р—1, что противоречит теореме 4.11. 

Следствие 3. Если связный граф имеет р вершин и 9 ребер; 
то 9 >р—-!| или, что то же самое, g—p+1>0. 

Доказательство. Так как при доказательстве теоремы 4.12 
после исключения некоторого числа т(т>0) ребер получается 
дерево, то да—т==рры— 1, а следовательно, 9>р—1. 

Числа 

p= p—k, p=q—ptk, (4.9) 
где р— число вершин, 4 — число ребер, а Е — связность графа, 
называются соответственно корангом и цикломатическим числом. 
Пусть (У, Е), ..., (У», Ев) — связные компоненты графа G= 
= (У, Е), имеющие соответственно по ри, ..., рь и 9 ..., дь ребер 
каждая. Коранг и цикломатическое число для каждой связной 
компоненты определяются равенствамн 

Ф:=р:—1, pa=gi—pit! @=1,..., 1). (4.6) 

Очевидно, 
k k 

ф= >';, p= Si pi. (4.7) 
=1 i=| 

Из теоремы 4.11, следствий 2 и 3 из теоремы 4.12 и равенств 
(4.7) следует теорема. 

Теорема 4.13. Цикломатическое число графа является целым 
неотрицательным числом. Граф является деревом тогда и толька 
тогда, когда его цикломатическое число равно 0. 

Упражнение 4.5. Покажите, что в графе с цикломатичес- 
ким числом 1 существует ровно один цикл. 

Решение. Если граф является иесвязным, то, как следует из равенства 
(4.7) и теоремы 4.5, одна из его связных компонент имеет цикломатическое чис- 
ло |, а остальные связные компоненты — число 0. Следовательно, достаточно 
доказать утверждение упражиения для связного графа С==(У, Е) с цикло- 
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матическим числом 1. Так как граф С не является деревом, то, естественно, 
в нем существует цикл. Однако пока мы не можем утверждать, что он един- 

ственный. Допустим, что существует два различиых цикла с множествами ре- 
бер С, и С> соответственно. Предположим, что имеется ребро х такое, что 
хеЕС!, хе С.. Если исключить х из С, то получится связный граф с циклома- 
тическим числом 0, все еще содержащий простой цикл Со. Получили противо- 
речие. 

Рассмотрим связный граф С= (У, Е) с р вершинами и 4 реб- 
рами, а также покрывающее его дерево Г= (У, Е). Ребра хеЕР”, 
принадлежащие дереву, будем называть ветвями, а остальные 
ребра хе (Е— Е”) — хордами. Если к дереву Т добавить хорду 
хеЕЕ--Е”, соединяющую вершины а и 6, то х и Т образуют граф 
с циклом, который определяется единственным образом цепью, 
соединяющей вершины а и 6. Этот цикл называется главным 
циклом, определяемым хордой х. Так как имеется р—1=ф вет- 
вей дерева и 9—р--1= хорд, то число главных циклов равно и 
(рис. 4.11). 

ane      
a 

12 >> 
at 

b 

Рис. 4.11. Элементарное преобразование Рис. 4.12. Граф из 
дерева упражнения 4.6 

Упражнение 4.6. Найдите все главные циклы графа, изо- 

браженного на рис. 4.11. 
Решение: 

И: С, Илье, №, 4, Хз, В, хо, С; 

уз:е, Уз. |, Хь, 4, Ж,е; 

из: а, Из, |, Хь, 4, Хз, В, Хи, а. 

Обратимся к рис. 4.12 и рассмотрим ветвь х’ главного цикла, 
определяемого хордой х. Если к дереву Т добавить хорду Хх, 
то единственным простым циклом на полученном графе будет 
главный цикл, определяемый х. Если из него исключить хорду 
Хх’, то простых циклов не будет и образуется другое дерево, по- 
крывающее С. Эта операция называется элементарным преобра- 
зованием дерева. Суммируя изложенное, получаем следующую 
теорему. 

Теорема 4.14. Предположим, что задан связный граф (= 
=(И, 2) и покрывающее его дерево Т= (У, Е”). Пусть хеЁЕ’ — 
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ветвь главного цикла, определяемого хордой хеЕЁЕ— Е” и Е” = 
= [’U{x}— {x}. Torna rpadb (V, Е”) также является деревом, по- 
крывающим (. 

4.4. Коциклы 

Рассмотрим подмножество С множества ребер Е связного 
графа С = (У, Е) такое, что граф (У, Е—С) уже несвязен. Такое 
мппимальное множество называется коциклом. Другими слова- 
мп, С называется коциклом, его граф (У, Е—С) несвязег. но 
дли любого собственного подмножества С’ множества С граф 
(У, ЕС’) связен. Для графа, изображенного на рис. 4.13, мно- 
жество ребер {хь, х2, хз} не является коциклом, а множество 
{хь, х-} — коцикл. 

r 
dy / / 

-= / д / | 

X53 - Q с 

- \ \ _— \ ao \ 

i My : a) 6) 

Рис. 4.13. Коцикл Рис. 4.14. Цикл и Рис. 4.15. Решение упраж- 
{x1, Xz} KOUHKJ иения 4.7 
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Предположим, что подмножество вершин С связного графа 
С=(!’, Е) — коцикл. Граф (У, Е—С), по определению, является 
несвязным. Предположим, Что степень связности* этого графа 
больше 2; обозначим через (У, Е!), (У>, Е?), (Уз, Ез), ... его 
связные компоненты. Так как исходный граф связен, то найдутся 
две связные компоненты, (Ух, Е;), (У, Е}, 152], и ребро хеЕС, 
которое соединяет одну вершину из И; и одну вершину из И,. 
Для простоты будем считать, что ребро х соединяет одну верши- 
ну из И; и одну из У2. При этом множество С’=С—{х} является 
собственным подмножеством С, но граф (У, Е—С”) несвязен. В 
самом деле, вершины из Уз и вершины из И, не связны между 
собой. Это противоречит минимальности С. Таким образом, мы 
доказали, что если С — коцикл, то степень связности графа 
(У, ЕС) равна 2. 

Пусть С — коцикл связного графа С=(У, Е), а (И, Е!) и 
(У., Её) — связные компоненты (ТУ, Е— С). В С нет ребер, ко- 
торые соединяли бы какис-либо две вершины в |" или У.. Дейст- 
вительно, если хЕЕС соединяет две вершины в У, то с’=С—{х} — 
собств-нное подмножество С, а граф (У, Е—С”) имеет две связ- 
ные :>мпоненты. Это противоречит минимальности С. Обозначим 

* В дальнейшем число связных компонент графа называется степенью 
связности С. (Прим. ред.) 
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через E(V;, V2) MHOKecTBO peOep H3 FE, каждое из которых сое- 
диняет некоторую вершину из У, с некоторой вершиной из У.. 
Как следует из изложенного, С=Е(Уь, У2). Таким образом, мы 
доказали следующую теорему. 

Теорема 4.15. Если С — коцикл связного графа С= (У, ЕЁ), 
то степень связности (У, Е—С) равна 2. Если (У, £1), (V2, 
Е2) — связные компоненты графа (У, ЕС), то С=Е(Уь, V2). 

Следствие. Любой цикл и любой коцикл связного графа име- 
ют четное число общих ребер. 

Доказательство. Для произвольного коцикла, так же как и 
в формулировке теоремы, положим С=Е(Иь, У?). Если цикл про- 
ходит только по вершинам У, или только по вершинам И», то он 
не имеет общих ребер с С. Если же цикл проходит как по верши- 
нам У:, так и по вершинам У., то он имеет некоторое число об- 
щих с С ребер. Однако если цикл выходит из вершины, принад- 
лежащей У!, то он должен вернуться вновь в вершину из У, а 
следовательно, он всегда проходит через четное число ребер из 
С (рис. 4.14). 

Упражнение 4.7. Приведите примеры: а) графа, в кото- 
ром звезда некоторой вершины была бы коциклом, 6) в котором 
звезда некоторой вершины не является коциклом. 

Решение. Звезда 6(а) графа, изображенного иа рис. 4.15, а, является ко- 
циклом. Звезда 6(с) графа, изображенного на рис. 4.15,6, коцнклом не яв- 
ляется, так как в результате исключения 6(с) получается граф со степенью 

<BA3ZHOCTH 3. 

Рассмотрим связный граф С=(У, Е) и дерево Т= (У, Е), его 
покрывающее. Пусть хе” — ветвь произвольного дерева. Tak 
как х— мост, то граф (У, Е’^—{х}) несвязен. Следовательно, мно- 
жество {х}, состоящее только из одного ребра х, является коцик- 
лом дерева ТГ. Пусть (Уь Е”), (И», Е’2) — связные компоненты 
(У, Е—{х}). Обозначим через Е” множество ребер, которые яв- 
ляются хордами и соединяют вершины из У! и У2; Е”= (Е —Б”)П 
ПЕ(Уь И?:). Очевидно, что {х}0Е” — коцикл С. Кроме того, ясно, 
что Е” можно определить как множество хорд, главные Циклы ко- 
торых включают ветвь х. Этот коцикл {х}0Е” называют глав- 
ным коциклом, определяемым ветвью х. Так как число ветвей 
равно ф, то существует ф главных коциклов. 

Упражнение 4.8. Найдите все главные коциклы графа, 
‘изображенного на рис. 4.12. 

Решение: 

Х1: {Х1, И}; 

Ха: {Ха, И1}; 

Хз: {Хз, Иа, 3}; 

Ха : {Ха, Ил, Yoh ; 

Xs: {X5, Ya, Ys}. 

В теореме 4.4 было введено понятие объединения совокупно- 
стей ребер циклов, никакие два из которых не имеют общих ре- 
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бер. Непустое объединение множеств ребер некоторого числа 
циклов, никакие два из которых ие имеют общих ребер, называ- 
ется границей. Объединение множеств ребер некоторого числа 
сечений, никакие два из которых не имеют общих ребер, назы- 
вается хограницей. Далее мы увидим, что понятия границы и ко- 
границы являются двойственными. 

Лемма 4.2. Если подмпожество ВеЁ ребер связного графа 
С=(У, Е) не содержит целиком ни одного коцикла, то дерево, по- 
крывающее С, может содержать только ребра 
из множества Е—В (рис. 4.16). И 

Доказательство. Пусть Г= (У, Е”) — дере- 
во, покрывающее граф С и имеющее наиболь- 
шее число ребер из Е—В. Покажем, что $ \ 
E’cE—B. | х ра 

Допустим, что существует ребро хеЕ”П В. \ ! 
Рассмотрим главный коцикл, определяемый 
этим ребром. Так как, по предположению, не 
существует сечений, которые состояли бы толь- Vy 
ко из ребер множества В, то найдется хорда . 
х’=Е-—В, которая входит в главный коцикл. РИС. 4.16. Главный 

’ .. коцникл, определяемый 
определяемый ребром Xx. Другими словами, ветвью х 
главный цикл, определяемый хордой Хх’, содер- 
жит ветвь Хх. Если с помощью описанного в теореме 4.14 элементар- 
ного преобразования дерева поменять местами х и х’, то у нового 
дерева число ребер из Е—В на 1 больше, чем у Г. Полученное про- 
тиворечие показывает, что Е^сЕ— В. 

Теорема 4.16. Если непустое полмножество В ребер связно- 
го графа С=(У, Е) имеет четное число общих ребер с любым 
циклом, то В является объединением множеств ребер некоторых 
коциклов, никакие два из которых не имеют общих ребер. 

Доказательство. Если В не содержит в качестве подмножест- 
ва ни одного такого коцикла, то, согласно лемме 4.2, существу- 
ет дерево Т=(У, Е), покрывающее С, такое, что E’CE—B, tf. e. 
[ПВ = @9.Так как Вэ- 0, то найдется ребро хеВ. Поскольку 
ребро ХЕ”, оно является хордой. Главный цикл, определяемый 
хордой х, не имест других ветвей, общих с В, кроме х, а поэто- 
му х оказывастся единственным ребром, общим для этого цикла 
и В. Однако это противоречит предположению. 

Таким образом, существует коцикл ССВ. Если разность 
В-—-С, непуста, то условия теоремы вновь выполняются и, следо- 
вательно, существует коцикл С.<В—С!. Продолжая этот про- 
цесс, можно получить совокупность коциклов, никакие два из ко- 
торых не имеют общих ребер: 

  

1 

B= UC,. 
i=l 

Следствие. Звезда 6(а) произвольной вершины а является ко- 
границей. 
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Доказательство. В самом деле, у 6(а) и произвольного цик- 
ла либо нет общих ребер, либо есть ровно два общих ребра. 

Теорема 4.17. Если некоторое непустое подмножество ребер 
ВеЕ=Ё связного графа С= (У, Е) имеет четное число общих ребер 
с произвольным коциклом графа, то В является объединением 
некоторого числа циклов, никакие два из которых не имеют об- 
щих ребер, т. е. является границей. 

Доказательство. Рассмотрим произвольную вершину а. Из те- 
оремы 4.16 следует, что если звезда 69(а) вершины а — непустое 
множество, то она представляет собой объединение совокупностей 
ребер коциклов Ст, .... Сь никакие два из которых не имеют об- 
щих ребер. Отсюда и из того, что В имеет четное число общих 
ребер с каждым из коциклов Су, .., Сь следует, что В имеет чет- 
ное число общих ребер также и со звездой 6(а). Это означает, 
что все вершины графа имеют четную степень. Отсюда и из те- 
оремы 4.4 следует, что В — граница. 

Из двух последних теорем и следствия из теоремы 4.15 выте- 
кает следующая теорема. 

Теорема 4.18. Граница и кограница имеют четное число об- 
щих ребер. Для того чтобы некоторое множество ребер было гра- 
ницей (кограницей), необходимо и достаточно, чтобы оно имело 
четное число общих ребер с любой кограницей (границей). 

Предположим, что множества В; и В. — границы. Покажем, 
что В, ФВ. также является границей. Имеем В, ФВ.= (В.-—-В?)9 
и(В.—В,!). Обозначим через па, И’и п. общее число ребер неко- 
торой кограницы соответственно с В,—В., ВИВ2 и В2—В!1. Со- 
гласно последней теореме, числа min’ и Ne-+n’ четные. Следо- 
вательно, четной является также сумма п! -п.= (и - п”) + (й2-+ 
+7’) —2п’, что доказывает сделанное выше утверждение. Анало- 
гичный вывод можно сделать и для кограницы. 

Следствие. Если В!. В2 — границы (кограницы), то симмет- 
рическая разность В, @ В. также является границей (кограни- 
цей). 

4.5. Векторные пространства, связанные с графами 

Рассмотрим связный граф С = (У, Е) с р вершинами и д реб- 
рами. Перенумеруем ребра графа числами |, ..., 4 и сопоставим 
множеству ребер А вектор 

а= (а, а.,..., ад), (4.8) 

положив 

а; =1, если {= А, и а:=0 в противном случае. (4.9) 

Символы 0 и |1 — компоненты векторов в данном разделе — 
будем трактовать соответственно как единичный элемент 0 по 
сложению и единичный элемент | по умножению поля 22, опи- 
санного в гл. 1. Сложение и умножение определяются в этом по- 
ле равенствами: О+0=1, 0+1=1-+0=1, 14+1=0, 0.0=0.1=1.0= 
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=0. |.1=1. Рассмотрим вектор а из 4-мерного векторного прост- 
ранства ИУ. (22). Пусть 

b= (by... bg) (4.10) 
— вектор из того же векторного пространства. Определим сло- 
жение векторов с помощью соотношения 

а--Ь = (2 8,,..., а Ь). (4.11) 
Кроме того, определим произведение вектора на элемент с, по- 
ложив 

са= (с4,..., Сао). (4.12) 

Сложение соответствует симметрической разности множеств. 
Это следствие того, что в (4.11) равенство а;+6.:=1 выполняет- 
ся тогда и только тогда, когда а:=1, 6;=0 или а:=0, В; =1. Дру- 
тими словами, сумме 

a+b (4.13) 

соответствует множество 

АФВ=(А— В) Ц (В—А). (4.14) 

Внутреннее произведение векторов а и Ь определяется соотно- 
шением 

(a, b) = S14; 6;. (4.15) 
{=1 

Равенство (а, Ь) =0 означает, что четное число произведений 
а:6; равно 1. Для таких произведений а:=1, В:=1, и, следова- 
тельно, соответствующие векторам а, 6 множества ребер А, В 
имеют четное число общих ребер. 

Подмножество 0.5 векторного пространства У. (72) называет- 
ся подпространством (линейным подпространством), если для 
произвольных векторов а, Бе=.5 Hx CyMMa a+b также лежит в 
5. Множество 5? векторов, соответствующих любой границе, и 
множество С векторов, соответствующих когранице, как следу- 
ет из теоремы 4.18, являются линейными подпространствами. 
Два векторных пространства называются ортогональными, если 
для произвольных элементов а. и Бе их внутреннее произ- 
ведение (а, 6) равно 0. Множество 5’ всех векторов, ортогональ- 
ных векторам подпространства „5, является подпространством и 
называется пространством, двойственным к 57’. На языке век- 
торных пространств теорему 4.18 можно сформулировать следу- 
ющим образом. 

Теорема 4.19. Пусть & — подпространство, представляющее 
собой совокупность векторов, соответствующих некоторой грани- 
це. Тогда двойственное подпространство С состоит из векторов, 
соответствующих некоторой когранице. Верно также и обратное 
утверждение. 
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Bextopp aM, ..., a®@) называются линейно независимыми, если 
равенство 

са --...-- с, а® =0; с: 7. (1=1,..., Е) (4.16) 

имеет место в том и только в том случае, если с1= ... =Cr=0. 
Если векторы не являются линейно независимыми, то они назы- 
ваются линейно зависимыми. Размерностью векторного подпро- 
странства называется максимальное число линейно независимых 
векторов, принадлежащих этому подпространству. Если прост- 
ранство имеет размерность А, то совокупность любых Ё его ли- 
нейно независимых векторов называется базисом. Линейной ком- 
бинацией называется выражение, подобное левой части равепст- 
ва (4.16) и представляющее собой сумму некоторого числа век- 
торов, умноженных на скаляры. Произвольный вектор простран- 
ства представляется единственным образом в виде линейной ком- 
бинации векторов базиса. Единственность представления в виде 
линейной комбинации означает, что единственным образом оп- 
ределяются значения констант (C1, с2, ... линейной комбинации. 
Если векторные подпространства 0.5, пространства У.(22) 
двойственны, то, как хорошо известно, сумма их размерностей 
равна 4*. 

Предположим, что задано дерево Г(У, Е’), покрывающее граф 
С. Рассмотрим матрицу М, составленпую из векторов, соответст- 
вующих и=—р-1 главным циклам. Перенумеруем хорды и 
ветви графа соответственно числами 1, ..., ци ц-1, ..., 9. Если 
векторное представление главного цикла, определяемого хордой 
i, взять в качестве #-й строки матрицы, то получится матрица М 
размера иж. Левая ее подматрица размера иЖь имеет элемен- 
ты | на главной диагонали и 0 на остальных позициях. Это яв- 
ляется следствием того, что каждый главный цикл содержит од- 
ну и только одну хорду. Матрица М называется матрицей глав- 
ных циклов, она имеет вид 

1 

м=| ‘7-7, В (4.17), (4.18) 

где 1, — единичная матрица размера иЖь; Р — матрица разме- 
ра ихф. 

Так как и строк матрицы М линейно независимы, то размер- 
ность пространства 9 не меньше чем и. Другими словами, если 
ат 27 — это размерность 2, то 

dim > uw. (4.19) 

Матрица главных коциклов © определяется следующим обра- 

* Это следует из того, что введенное ранее внутреннее произведенне не- 
вырожденню, т. е. если (а, 65} =0 для всех БЕТ. (22), то а=0. (Прим. ред.) 
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30M. B Kauectse i-f строки © берется главный коцикл, соответст- 
вующий хорде д-+1. При этом получается матрица размера @ XQ: 

».. ll 
... | 

9=| ``: о T=IK, Il (4.20), (4.21) 

... 1 

где 1+ — это единичная матрица размера фЖф, элементы глав- 
ной диагонали которой равны 1, а остальные равны 0; К — мат- 
рицы размера фЖр. Матрица © имеет такой вид вследствие то- 
го, что каждый главный коцикл содержит одну и только одну 
ветвь. Так как строки ©, очевидно, линейно независимы, то 

dimC > @. (4.22) 

Из неравенств (4.19), (4.22) получаем, что 

dim % -+-dinC >p+Q= 4. (4.23) 

Ясно, что левая часть последнего равенства не может превосхо- 

дить д, а следовательно, 

dim%¥=p, dimC=@q. (4.24) 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 4.20. Размерность & равна цикломатическому чис- 

лу ц; п векторов-строк матрицы главных циклов М образуют ба- 
зис <. Размерность С равна корангу ф; ф векторов-строк матри- 
цы главных сечений @ являются базисом С. 

Вновь воспользовавшись теоремой 4.18, нетрудно убедиться, 
что 

MQ’ = 0, (4.25) 
где символ Г обозначает транспонирование, а правая часть пред- 
ставляет собой нулевую матрицу размера Xp. ITO pPaBeHCTBO 
можно также переписать в виде 

T 
fu, FI В | =K'+F=0. 

ly 
Отсюда следует, что 

== — ЕГ =— ЕТ. 
(4.26) 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 4.21. Пусть С — связный граф с корангом ф и цикло- 

матическим числом п, а Г — покрывающее его дерево, хордам и 
ветвям которого сопоставлены соответственно числа 1, ..., п и 
и-1, .., 9. Матрица главных циклов М, образованная вектора- 
мн, соответствующими п главным циклам, и матрица главных 
коциклов ©), образованная векторами, соответствующими ф глав- 
ным коциклам, имеют следующий вид: 

M=[I,, Fl; Q=[F’, 14. 
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Упражнение 4.9. Постройте матрицу главных циклов и 
матрицу главных коциклов, соответствующие графу и дереву, 
изображенным на рис. 4.12. 

Решение. Если присвоить ребрам номера в соответствии с их положением 
в последовательности ил, /2, Из, Хь Хо, Хз, Хь Хь то, используя решения упраж- 
нений 4.6 и 4.8, получим 

ЕР ТЕИ 
M=;. I.:. .. tt I; 

Е. и 
ОИ И О 
Е... 

9=11.1:. 

и... 
г...   

(в этих матрнцах проставлены только снмволы 1, а нули заменены точками). 

4.6. Двудольные графы 

В ‘связном графе С=(\У, Е) введем понятие расстояния 
Ч(а, 6) между вершинами а и В. Для этого положим 4(а, а) =0, 
а для двух несовпадающих вершин аи в определим 4(а, 6) как дли- 
ну самой короткой (2а—6)-цепи. Можно проверить, что введенное 
таким образом расстояние удовлетворяет всем аксиомам расстоя- 
ния, приведенным в $ 2.2. Действительно, очевидно, что а} (а, 
Ь) —0, 6) равенства 4(а, 5) =0 и а=Ь эквивалентны. Далее, ес- 
ли существуют (а—6)-цепь длины 4(а, 6) и (6В—с)-цепь длины 
4(6, с), то между вершинами аи с существует путь длины 
а(а, 6) +а(5, с). Но тогда, как следует из теоремы 4.1, сущест- 
вует также (а—с)-цепь длины не более чем 4(а, 6) +А(а, с). Сле- 
довательно, 4(а, 6) +а(Ь, с) —а(а, с). В общем случае для вер- 
шины а и множеств вершин У’<У положим 

4 (а, Г’) = шта (а, В). (4.27) 
bev’ 

Кроме того, для мпожеств вершин У”, У” положим 

d(v’, М”) = min а(а, 5. (4.28) 
аеУ?’, рЕУ” 

Упражнение 4.10. Покажите, что если два множества 
вершин У”, ИУ” связного графа С = (У, Е) таковы, что 4(У”, И”) = 
=r>0, то цепь длины г, соединяющая вершину из У’ и вершину 
из И”, не содержит никаких других вершин из множеств У’ и И”, 
кроме своих концов. 

Решение. Пусть "’Эа, хь, аь, ... Xr, @гЕУ” — цепь длины г; г>.2. Допу- 
стим, что а:еУ’ прин некотором 0<1<г. В этом случае последовательность 
У’Эа:, х+ь, .. Х, а-ЕУ” также является цепью, соединяющей вершину а; из 
У’ и вершину а, из У”. Длина этой цепи г—#<5г. Следовательно, d(di, ar) <r, 
что противоречит равенству @4(У’, У”) =г. 

Упражнение 4.11. Покажите, что если в связном графе 
G=(V, E) цепь 40, хь, @1, ..., Хь а является кратчайшей (@—а)- 
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цепью, то для произвольной ее вершины а;(1<1=<1--1) путь ai, 
№, ... Хь @ также является кратчайшей (а:—а:)-цепью. 

Решение. Предположим, что между вершинами а: и а; существует более 
короткая цепь. Пусть это будет цель а:=6, у, .., у», бк (< 1—4). Путь а, 
хь ... а, И, -.. Ув, а: соединяет вершины а, а: и имеет длину 1+ < Е+ (+) = 
—[. Но тогда, как следует из теоремы 4.1, существует цепь (а—а!), длина 

которой меньше [. Получили противоречне. 

Пусть У — множество вершин графа С=(У, 2). Предполо- 
жим, что существует разбиение У на два непересекающихся под- 
множества V; H V2, при котором каждая вершина графа при- 
надлежит ровно одному из множеств У! или Уз, ни одно из мно- 
жеств И;, ИУ2 не является пустым и каждое из ребер множества 
Е соединяет некоторую вершину из множества У! с некоторой 
вершиной из У2. Тогда граф С называется двудольным (рис. 
4.17). 

Теорема 4.22. Граф, имеющий более одной вершины, являет- 
ся двудольным тогда и только тогда, когда все его простые цик- 
лы содержат четное число ребер. 

/ 

  

и 
Рис. 4.17. Дву- Рис. 4.18. Общая вер- Рис. 4.19. Общая  верши- 
дольный граф шина 6 на с 

Доказательство. Так как необходимость сформулированного 
Условия очевидна, то докажем только его достаточность. Без ог- 
раничения общности можно предположить, что граф является 
связным. Если же граф несвязен, то следует рассмотреть каж- 
дую его связную компоненту. 

Возьмем произвольную вершину @0о и определим множества 
У! = {а У|4(40, а) четно} и У›={аеУ|4А(ао, а) нечетно}. Так 
Kak ao©V,, то И: непусто. Поскольку граф С является связным и 
имеет не менее двух’ вершин, то непусто также и множество У>. 

Допустим, что некоторое ребро хе=ЁЕ соединяет две вершины 
@’, а”ЕЕУ:, и придем к противоречию. Если а’, а”еЕУ>, доказа- 
тельство проводится аналогично. Пусть Р’и Р” — кратчайшие 
цепи, соединяющие соответственно до с а’и а са” (рис. 4.18). 
Так как обе цепи имеют четную длину, то рассматриваемое реб- 
ро x He принадлежит Р’, Р”. Предположим, что цепь Р’ имеет 
несколько общих вершин с Р”’и b—Ta из них, которая находит- 
ся ближе всего к а’. Согласно упражнению 4.11, часть P’[ao, b] 
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цепи Р’от вершины ао до В является кратчайшей (@,—6)-цепью, 
аналогично Р”[а, 8] — кратчайшая (@—6)-цепь. Следователь- 
но, длины P’[ao, 5] и Р”[40, 8] равны. Далее заметим, что кро- 
ме вершины В цепь Р”ТЬ, а”] не имеет других общих вершин с 
Р’. Действительно, допустим, что Р”[Ь, а”] имеет кроме В дру- 
гую вершину с, также лежащую в Р’ (рис. 4.19). Тогда, по оп- 
ределению В, вершина с должна принадлежать Р’[ао, 6], так что 
длина цепи Р’[4, с] меныше, чем длина Р[ ао, В] =Р"[4, 6]. С 
другой стороны, длина Р”[4, с] больше, чем длина Р’[ао, 6]. 
Но, согласно упражнению 4.11, обе цепи Р” [40, с] и Р"[4аь, с] яв- 
ляются кратчайшими (@o—c)-Wenamu (cM. рис. 4.19). Получили 
противоречие. 

Таким образом, путь Р”[Ь, а'|, х, Р”[Ь, а”|] оказывается цик- 
лом, а его длина 4(4, а’) +Аа(ао, а”) +1—24(а, 6) — нечетным 
числом. Это противоречит предположению. 

Раскрашиванием графа называют процесс сопоставления его 
вершинам цветов, при котором любые две соседние вершины 
оказываются разноцветными. Минимальное число цветов, необ- 
ходимых для такой раскраски графа, называют хроматическим. 
Заметим, что граф имеет хроматическое число 2, т. е. может быть 
раскрашен с помощью всего двух цветов, в том и только в том 
случае, если он двудольный. Так как деревья и леса не имеют 
циклов, то они могут быть раскрашены с помощью не более чем 
двух цветов. Графом, допускающим раскраску одним цветом, 
может быть лишь совокупность изолированных вершин, которая 
вообще пе имеет ни одного ребра. 

Задачи 

4.1. Предположим, что только две вершины а и 6 графа име- 
ют нечетные степени. Покажите, что в графе существует (2—6)- 
цепь. 

4.2. Докажите, что две цепи максимальной длины Ру и Р: в 
связном графе всегда имеют общие вершины. 

4.3. Покажите, что сплошные линии на рис. 4.20 являются 
хордами, а пунктирные линии — ветвями дерева, покрывающего 
граф. 

4.4. Предположим, что имеется два 
&L SS дерева, Г= (У, ЁР) и Г=(Т, F’), no- 
-—2—- — — v 

aa ~~ ` крывающих связный граф С = (У, Е) с 
п вершинами, и что число общих ребер 
у множеств Ри РЁ’ равно (1—2). До- 
кажите, что в этом случае дерево 7” 
может быть получено из ТГ элементар- 
ным преобразованием. 

4.5. Вершина а графа С = (У, Е) 
называется разделяющей, если сте- 
пень связностн графа G’=(V—{a}, 

Рис. 4.20. К задаче 4.3 E—{6(a)}), полученного из С исклю- 
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ченнем вершины а и ннцидентных ей ребер, больше степени связ- 
ности С. Покажите, что вершнна а — разделяющая тогда и только 
тогда, когда в графе существуют две отличные от а вершины Вис 
такие, что все (6—с)-цепи проходят через а. 

Глава 5 

Ориентированные графы 

5.1. Ориентированные пути 

Граф, каждое ребро которого имеет ориентацию, называется 
— 

ориентированным графом и обозначается через С (У, Е). Ориен- 
тация ребра обычно обозначается стрелкой, например, как это 

— 

показано на рис. 5.1. Ребро х называется ориентированным в 
направлении от а к 6 или выходящим из а и входящим в 6. При 
этом вершины а и В называются соответственно начальной (на- 

— 

чалом) и конечной точкой (концом) ребра х. Формально орнен- 
> 

тированный граф С= (У, Е) определяется как множество вершин 
— 

У и множество Е упорядоченных пар вершин [а, 6]. В отличие от 
неориситированного графа, в котором каждая вершина а имеет 
одну звезду 8(4), в ориентированном графе у каждой вершины 
имеется две звезды: 6+(а) — множество (ориентированных) ре- 
бер, выходящих из а, и 6`(а) множество ребер, входящих в 4. 
Числа |6+(а)| и |6 (а)| называются соответственно положитель- 
ной н отрицательной степенями вершины а. 

Упражнение 5.1. Покажите справедливость следующих 
равенств: 

EL =) 18+ (1 = У 16-(@ 1. (5.1) 
aecV acVv 

Решение. Приведениые равенства можно получить, если сопоставить каж- 

дому ребру его начало или конец. 

Понятне (ориентированного) подграфа ориентированного гра- 
фа вводится точно также как и ранее (разд. 4.1). Далее, если 
пренебречь, ориентацией ребер в ориентированном графе, то по- 
лучится (неориентированный) граф, который называется (неори- 
ентированным} графом, соответствующим исходному ориентиро- 
ванному графу. Паправленным путем длины [ называется после- 
довательность 

> —> — , 

СЦ, Х!, ат, Xo, ery Я —1, Хь 1, (5.2) 

—> 

где х; — ориентированное ребро, выходящее из вершины а;— и 
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— 
входящее в вершину а: (1=1, 2, ..., [), т. е. х;=[арь а:|. Незамк- 
нутый путь, замкнутый путь, простой путь определяются так же, 
как и ранее. Открытый путь, все вершины ао, а, ..., @ которого 
различпы, называется ориентированной (ао—а!)-цепью. Замкну- 
тый простой путь, все вершины ао, @1, ..., @ которого различны, 
называется ориентированным циклом (рис. 5.2). В теории гра- 

Qg= a5 

44 
ay (у as 

т Qo a2 as a, ag 

b a) 6) 
A 

Рис. 5.1. Ори- Рис. 5.2. Ориеитированиая цепь и OpHeHTHPOBaHHHA 
еитированный ЦИКЛ: 
граф a — (a) — а5)-цепь; 6 — цикл 

(OB иногда используется запись а= для указания того, что вер- 
шины 4 и В ориентированного графа либо совпадают, либо соеди- 
нены (4—)-цепью. При этом также говорят о том, что В мож- 
но достичь из 4. 

TeopemMam 4.1 u 4.2, сформулированным и доказанным для не- 
ориеитированных графов, соответствуют две теоремы для ориен- 
тированных графов. 

Теорема 5.1. Если две различные вершины а и 6 соединены 
ориентированным путем, выходящим из а и входящим в 6, то из 
ориентированных ребер этого пути можно построить (а—5)-цепь. 

Теорема 5.2. Если в графе существует замкнутый ориентиро- 
ванный путь, то из ребер этого пути можно построить ориентиро- 
ванный цикл. 

Обе эти теоремы доказываются почти так же, как и ранее. 
Однако для доказательства теоремы 5.2, в отличие от теоремы 
4.2. условие простоты не требуется. Это связано с тем, что в 
ориентированных графах нет замкнутых путей, подобных приве- 

_ — 

денному ранее контрпримеру 4, Х, аь, X, Ao. B NYTH Qo, X, Qi, и, 
—> 

@0 два ребра х= [а0, @!| и и=[41, 40], очевидно, являются раз- 
ЛИЧНЫМИ. 

Теореме 4.3 соответствует следующая теорема для ориентиро- 
ванных графов. 

Теорема 5.3. Пусть G= (V, E) — орнентированный граф, у ко- 
торого положительная и отрицательная степени каждой вершины 
совпадают. Тогда для произвольного ориентированного ребра 
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— — 

х, В С существует замкнутый простой ориентированный путь, Co- 
= 

держащий л1. 
Доказательство этой теоремы отличается от доказательства 

теоремы 4.3 лишь тем, что в данном случае всегда следует дви- 
—- 

гаться согласно орнентации ребер. Если х‚= [ао, @!|, то, отправ- 
—> 

AAACh H3 @: и следуя вдоль х!, мы приходим в Qj. Так как поло- 

жительная и отрицательная степени вершины а совпадают, то 
—> 

существует ориентированное ребро х.= [41, ade], выходящее из 
—- 

си и отличное от хи. Следуя из а; вдоль этого ребра, мы придем 
в 42. Повторяя эту процедуру, можно построить замкнутый про- 
стой ориентированный путь, возвращающийся в @ и содержа- 

— 

ЩИ xy. 
Доказательство следующей теоремы 5.4 можно получить, ес- 

лн все ребра, фигурирующие в доказательстве теоремы 4.4, счи- 
тать орнентировапными. 

Теорема 5.4. Предположим, что положительные и отрицатель- 
> > 

ные степени всех вершин ориентированного графа С=(У, Е) 
> 

совпадают. Если множество ориентированных ребер Е непусто, 
то оно представляет собой объединение множеств ребер некото- 
рого числа ориентированных циклов, никакие два из которых не 
имеют общих ребер. 

Следствие. Прелположим, что положительные и отрицатель- 

ные степени всех вершин ориентированного графа (= (Т.Б) 

совпадают. Тогда для произвольного ребра x BG существует 

ориентированный цикл, содержащий ‘x. 
> > 

Рассмотрим ориентированный граф С=(У, Е). Если соответ- 
ствующий ему неориентированный граф С=(У, Е) является 
связным, то ориентированный граф С называется слабо связным. 
Другими словами, слабая связность означает, что, пренебрегая 
ориентацией ребер, можно из любой вершины графа по ребрам 
дойти до любой другой вершины. 

Разомкнутой (замкнутой) эйлеровой цепью называется ра- 
зомкнутый (замкнутый) простой ориентированный путь, содержа- 
ший все ориентированные ребра графа. Теореме 4.8 соответствует 
следующая теорема. 

Теорема 5.5. Оринентированный граф имеет эйлерову цепь 
тогда и только тогда, когда: а) он является слабосвязным, 6) по- 
ложительная и отрицательная степени каждой его вершины рав- 
ны между собой. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео- 
ремы. 4.8, однако в данном случае нужно следить за ориентацией 
ребер. Следствие из теоремы 4.8 соответствует также следствие 
из теоремы 5.5. 
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Следствие. Ориентированный граф имеет разомкнутую эйле- 
рову цепь тогда и только тогда, когда: а) он является слабо 
связным, 6) в нем существуют одна вершина, положительная 
степень которой на [| больше отрицательной степени, и одна вер- 
шина, отрицательная степень которой на | больше положитель- 
ной, и в) положительная и отрицательные степени любой дру- 
гой вершины равны между собой. 

Доказательство отличается лишь тем, что дополнительно вво- 
дятся ориентированное ребро [6, а], где а — вершина, для ко- 

торой (положительная степень) — (OT- 
рицательная степень) =1, и 6 — верши- 
на, для которой (отрицательная сте- 
пень) — (положительная степень) =1. 

Эйлерова цепь в ориентированном 
графе, удовлетворяющем условиям те- 
оремы 5.5, может быть построена точ- 
но так же, как и при решении упраж- 
нения 4.4; при этом на ориентацию ре- 
бер не следует обращать внимания. 

6 Упражнение 5.2. Найдите замк- 
нутую эйлерову цепь в ориентирован- 

Рис. 5.3. Орнентированный ном графе, изображенном на рис. 5.3. 
граф из упражнеиия 5.2 

  

  

6 я 

> > _ 
Решение 5.2. Начиная с ребра х,—=[68, а], получаем 6, хь а, хь, d, Xe, C, 

— > > > > 

Хэ, , Хо, 6, Х5, а, Х ©, Хз, а, Хт, b. 

5.2. Сильная связность 

— a 

Ориентированный граф С=(У, Е) называется сильносвязным, 
если для произвольных двух его вершин, аи 6, существуют 
(a—-b)- un (5->а)-цепи, т. е. а=В и b=a. 

В множество вершин ориентированного графа можно ввести 
ютношение ==, положив а== для тех пар вершин графа а и БВ, 
для которых одновременно выполняются оба соотношения а4=6 
и 6=а. Отношение ==, как легко видеть, является отношением 
эквивалентности. Действительно, оно рефлексивно, так как 
а=>а. Так как из а==Ь следует, что 6==а, оно, очевидно, также 
симметрично. Предположим, что а== п b==c. Tak Kak при этом 
вершина 6 достижима из а и с из Ь, то с достижима из а, т. е. 
а=с. Точно так же из достижимости с из В, а В из а следует 
достижимость а из с, т. е. с=а. Следовательно, а==с и отноше- 
ние == транзитивно. 

Обозначим через $1, ..., 5 классы эквивалентности, получаю- 
щиеся при разбиении множества вершин \’ сильносвязного ори- 

  

—> — 

ентированного графа С = (У, Е) с помощью отношения эквива- 
—> > 

лентности, введенного ранес. Графы (S;, F(S))), ..., (Sr, E(Sa)), 
получающиеся из множеств $1, ..., эв, называются сильносвязны- 
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> —> 
MH компонентами графа С. Множество E(S:) представляет co- 

—> 

бой множество ориентированных ребер из Е, начинающихся и 
—> 

заканчивающихся в вершинах множества $:. Если граф С явля- 
ется сильносвязным, то, очевидно, его единственной сильносвяз- 
ной компонентой будет он сам. Если граф имеет две или более 
сильносвязные компоненты, то ребра, которые не принадлежат 
ни одной из сильносвязных компонент, связывают вершины раз- 

личных компонент. Предположим, To ij, a&S:, bES;, x= 
=[а, 6] ЕЁ, и покажем, что в графе не существует ребер вида 
[6’, а’], где а’=З: и 5’е=5$;. Допустим, что такое ребро сущест- 
вует. Тогда, так как $; и $; — классы эквивалентности, то а’=а, 
a=>b, b=b’, b’=>a’ и, следовательно, выполняются оба соотноше- 
ния 4=6 и 6—>а, т. е. а==. Это противоречит тому, что $: и Sj— 
различные классы эквивалентности. 

Упражнение 5.3. Найдите сильносвязные компоненты ори- 
ентированного графа, изображенного на рис. 5.4. 

  

Рис. 5.4. Графы из упражнения 5.4: 
а — заданный ориентированный граф; б — связные компоненты 

Решение. Так как $:={а, 6, c}, Se={d, e}, Ss={g, |}, то сильносвязными 
компонентами будут три орнентироваиных подграфа, которые получаются по- 
сле удаления из рассматрнваемого графа ориентированных ребер, показанных 
на рнс. 5.4,6 пуиктирными лнниями. 

Рассмотрим сильносвязный граф G=(V, E) с сильносвязны- 

ми компонентами ($1, Е ($, )), ..., (5ь, E(S;)). Сопоставим ему 
ориентированный граф следующим образом. Множествам $1, ..., 
5 сопоставим соответственно вершины аи, ..., а». Если существу- 
ет ребро, выходящее из вершины множества 5; 
и входящее в вершину из $, то сопоставим 
ему в новом графе орнентированное ребро 
[а, а, выходящее из а; и входящее в а. По- 
лученный таким образом граф назовем сжатием 
графа С. Сжатие графа, рассмотренного в уп- 
ражнении 5.3 (см. рис. 5.44), показано на Рис. 5.5. Сжатие 

графа из упражне- 
рис. 5.5. ния 5.4 

ay a 

a3 
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Упражнение 5.4. Покажите, что сжатие слабосвязного 
графа является слабосвязным и не содержит ориентированных 
ЦИКЛОВ. 

Решепие. Так как слабая связность сжатия почти очевидна, TO докажем 
> — 

только отсутствие ориеитированиых циклов. Пусть ($, E(S;)), .., (Sa E(Sa)) — 
сильносвязные компоиеиты заданного слабосвязиого ориеитироваиного графа 
— > 
G=(V, Е). Допустим, что сжатие этого графа имеет ориентированиый цикл. 
Для простоты обозначений предположим, что таковым является а», [@, а?], 

—> 

Q2, .., [@1-1, а|, а=ал. Тогда в исходном графе С существуют вершииы 6+, 
РЕЗ, 6, 622, .., Ма, 6-4еЕЕЗ и такие, что ориентированные ребра 

[6':, 62], [6%2, bs], ..., [Or-1, 61] принадлежат Е. Так как при этом 6:=6», 
bo=>b's, b’o=>bs, ..., b-r=>b1, by=>b'1, TO by=>b2, 6.= а, т. е. 61==6. С другой 
стороиы, вершины 6, и 6. принадлежат различиым классам эквивалентности $1 
и $2. Получили противоречие. 

5.3. Ориентированные деревья 

— 

Вершина а ориентированного графа С называется его кор- 
нем, если любая другая его вершина достижима из а. Ориенти- 

— — 

рованный граф С= (У, Е) называется ориентированным деревом, 
если он имеет корень и соответствующий ему неориентированный 
граф С является обычным деревом. 

Теорема 5.6. Ориентированное дерево имеет только один ко- 
рень. 

Доказательство. Если предположить, что ориентированное де- 
> > 

pepo G=(V, Е) имеет два различных корня @1, а2, придем к 
противоречию. Так как существуют (а!—а2)- и (а2—а!)-цепи, то, 
пренебрегая ориентацией ребер, можно доказать существование 
в неориеитированном графе С=(У, Е) двух различных цепей, 
соединяющих вершины а и 6. Однако это противоречит теоре- 
ме 4.9. 

Лемма 5.1. Если вершина а является корнем ориентированно- 
> > 

го дерева С=(У, Е), то отрицательный порядок вершины а ра- 
вен 0, а отрицательный порядок любой отличной от а вершины 
равен 1. 

Доказательство. Если отрицательный порядок вершины явля- 
ется положительным числом, то найдется вершина а’ такая, что 
— —> 

х= [а’, а ЕЁ, т. е. а’>а. Так как а — корень, то для произволь- 
ной вершины беЕУ а=6. Следовательно, для произвольной вер- 
шины БЕТ а’=6. Это означает, что корень а’ отличен от а, что 
противоречит теореме 5.6. 

Так как для произвольной отличной от корня а вершины Ob 
имеется (а—6)-цепль, то отрицательный порядок 6 является поло- 
жительным числом. Если он равен или больше 2, то найдутся 

> > 
две различные вершины Qi, Ae, такие, что [@1, 6] ЕЁ, [а, 6] ЕЁ. 
Так как, кроме того, а=4: и а=>а2, то существуют также цепи 
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P, и Po, соединяющие соответственно а са иаса2 (рис. 5.6). 

Далее, поскольку по условию леммы соответствующий графу G 

неориентированный граф С является деревом, TO P не проходит 

через вершину 6. По этой же причине через 6 не проходит u Po. 

Следовательно, пути ((а—>а!)-цепь P,, [а1, 6], 6) и ((а—>а>)-цепь 

[аг, 6], 6) являются (а—6)-цепями, причем различными. Од- 
нако это противоречит тому, что неориентированный граф С яв- 
ляется деревом (теорема 4.9). 

  

6 

J / 
f / 

— — 

Fl OAR 
\ / ` j 

77% 
в 

Рнс. 5.6 Рис. 5.7 

— > 

Puc. 5.6. (a—a,)-uenb P; un (a—>a,)-uenb Pe 

Рис. 5.7. Существование вершииы 6 с отрицательиой степенью 2 и выше 

Рис. 5.8. Отрицательиая степень @щ ие меньше двух 

Теорема 5.7. Сильносвязный ориентированный граф является 
деревом тогда и только тогда, когда он имеет ровно одну вер- 
шину, отрицательная степень которой равна 0, а все остальные 
вершины имеют отрицательную степень 1. 

Доказательство. Так как необходимость условий теоремы уже 
доказана (теорема 5.6), то докажем только их достаточность. Пусть 
а — вершина с отрицательной степенью 0 и 6 — любая другая 
отличная от нее вершина графа. Так как соответствующий ориен- 

> — 

THPOBaHHOM\ графу С=(Т, Е) неориентированный граф С= (У, 
Е) является связным, то в нем существует следующая (а&а—65)- 
цепь: @— 0%, Х, @1, ..-, а-ь Хо, = 6. 

Поскольку отрицательная степень вершины а равна 0, то реб- 

ро Xi в С имеет ориентацию [40, а1!|. При этом никакое другое 
ребро, кроме х:, не может входить в (и, а следовательно, хз так- 
же имеет орнентацию [а1, 42]. Повторяя эти рассуждения, можно 
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> > 

показать, что х:=[а-, а|еЁЕ (1=1, ..., Й, т. е. в С существует 

(а=Ь)-цепь. Таким образом, вершина а — корень С. 
Далее, покажем, что неориентированный граф С является де- 

ревом. Если граф С — не дерево, то он имеет цикл Qo, м, @, ..., 

ai, Xi, @1=00. Так как отрицательная _ степень каждой вершины 

не превосходит 1, то этому циклу в С должен соответствовать 
ориентированный цикл. В противном случае, как показано Ha 

рис. 5.7, нашлась бы вершина с от- 
рицательной степенью 2. Следовяа- 

их тельно, каждая вершина этого цик- 

an a) а; ла имеет отрицательную степень | 
и корень а не может принадлежать 

| этому циклу. 
Рассмотрим кратчайшую из ори- 

“С ентированных цепей (4—4). (а—> 
6] at  —а!), .., (аа). Для простоты 

предположим, что такой цепью яв- 
—> 

ляется (а—>ао)-цепь Р. Очевидно, 
что эта цепь не проходит через вер- 

6) a} шины а .... авт. Но тогда, как вид- 
ag но из рис. 5.8, отрицательная сте- 
Рис. 5.9. Возможиые ориеита- — пень вершины а не меньше 2. Это 
ЦИИ противоречит предположениям тео- 

ремы. 
Упражнение 5.5. Пусть ao, хь а, .., арь Хь а — цепь в 

неориентнрованном графе (= (У, Е), соответствующем ориенти- 
> — 

рованному графу (= (У, Е). Покажите, что для некоторой вер- 
шины а; этой цепи а;=>а; (7=0, 1, ...). 

Решение. Так как отрицательная степень каждой из вершины не превосхо- 
—> 

дит 1, то в ориеитированном дереве С ребра этой цепн могут иметь только три 
типа ориентации, показаиные иа рис. 5.9. Искомыми вершинами а; в этих трех 
случаях (а—в) являются соответственио вершины ао, а; и а.. 

Пусть аи 6 — это соответственно корень и произвольная вер- 
—> — 

шина ориентированного дерева С = (У, Е). Пусть $ — множество 
вершин, достижимых из вершины 6. Рассмотрим сечение (5$, 

E(S)). Нетрудно проверить, что этот граф является ориентиро- 
ванным деревом с корнем 6. Действительно, 6” — произволь- 

ная отличная от 6 вершина из $ и = 6бь, i, by, ..., Ри =” — 

(6->5”)-цепь в С. Так как вершины фо, 61, ..., @ этой цепи при- 

надлежат $, то все ориентированные ребра Ч, . in принадлежат 
— 

Е($). Следовательно, приведенная (6—5”)-цепь является также 
— 

(6-—-6’)-цепью в сечении ($, Е(5)). Это означает, что вершина 
6b — корень сечения. Если пренебречь ориентацией ребер, то из 
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отсутствия циклов в исходном графе следует отсутствие циклов и 
сечений. Это означает, что рассматриваемое сечение — ориенти- 
рованное дерево с корнем 65. Это дерево называется ориентиро- 
ванным поддеревом графа С. 

Для ориентированного дерева, изображенного на рис. 5.104, 
на рис. 5.10,6 и в приведены поддеревья, корнями которых яв- 
ляются соответственно вершины а, В и 1. 

%
 = 

6) 4) 

  

Рис. 5.10. Ориеитироваиные поддеревья: 
а — ориентированное дерево с корием а; б — ориеитироваииое 
поддерево с корнем 6; в — ориеитироваиное дерево с корнем # 

5.4. Матрицы инцидентности 

Предположим, что сильносвязный — ориентированный граф 
> — 

@= (И, Е) имеет р вершин и 4 ребер. Пронумеруем вершины и 
ребра графа целыми числами 1, ..., ри 1, ..., 9 соответственно. 

=> 

Матрицей инцидентности графа С называется матрица Аз раз- 
мера ржа, элементами которой являются действительные числа: 

Аз = 10, 2=1..... р; 1—1... 9 (5.3), (5.4) 

где д;,=--1, если ребро | выходит из вершины й 6;,=—1, если 
ребро } входит в вершину [, и 6; =0, если ребро | не инцидентно 
вершине ft. 

Каждый столбец этой матрицы имеет один элемеит --], один 
элемент —1, а все остальные элементы столбца равны 0. 

Упражнение 5.6. Постройте матрицу инцидентности ори- 
ентированного графа, изображенного на рис. 5.11. 

Решеине. Искомая матрица имеет следующие иенулевые компонеиты: 

1 1 . . 1 
—1 . . . | 

— | . . . . - 

Ac = 1, И | (5.5) 
Bo 

И ОИ Lo, 
= 

LO



Tak как каждый столбец матрицы инцидентности содержит 
один элемент -- и один элемент —1, то после удаления из мат- 
рицы инцидентности одной произвольной строки информация не 
теряется. Другими словами, по усеченной таким образом матри- 
це нсходная матрица всегда может быть восстановлена одно- 
значно. Матрица размера (р—1!) Жд, которая получается из мат- 

О 

() 

  

  

  
„б“ 

Рис. 5.11. Ориентирован- Рис. 5.12. Две ориента- 
ный граф из упражиеиия ЦИИ орнеитированного 
5.6 цикла 

рицы инцидентности А. удалением одной произвольной строки, 
называется приведенной матрицей инцидентности и обозначается 
через А. Вершина графа, соответствующая выкинутой строке, на- 
зывается базисной точкой. Если в качестве базисной точки в при- 
веденном примере, взять вершину 6, то после удаления последней 
строки получится следующая приведенная матрица инцидентно- 
сти: | 

О ООВ 
О О 

A=|—I .. . . 1-1! (5.6) 
ho... dL, 
НЕЕ. 

Матрицу инцидентности можно определить и для неориенти- 
рованных графов. Для этого достаточно символы —1 заменить 
на 1. Гак же определяется и приведенная матрица инцидентнос- 
ТН. 

Строки матрицы инцидентности и приведенной матрицы инци- 
дентности можно рассматривать как векторы 40д-мерного вектор- 
ного пространства У.(К) над полем действительных чисел К. 

Цикл в неориентированном графе можно ориентировать, как 
это показано на рис. 5.12. Выбрав ориентацию и задав в соот- 
ветствии с ней ориентацию всех ребер, можно построить ориен- 
тированный цикл. Векторным представлением такого цикла на- 
зывается вектор 

(21, fo). oc? Ey), (5.7) 
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где =:=], если ребро Е принадлежит этому ориентированному 
циклу и ориентация цикла совпадает с заданной ориентацией в 
исходпом ориентированном графе; в:=—1, если ребро # принад- 
лежит ориентированному циклу и ориентация цикла не совпадает 
с заданной ориентацией в исходном орнентированном графе; в;= 
=0. если ребро Е не принадлежит ориентированному циклу. 

Например, в неориентированном графе, соотнесенном ориен- 
тнрованному графу, изображенному на рис. 5.11, последова- 
тельность «4», 1, <2», 7, <З», 6, «5», 5, «4» является циклом. Ес- 
ли ориентировать этот цикл по часовой стрелке, то получится 
ориентированный цикл, показанный на рис. 5.13. Векторное 
представление ориентированного цикла (1, -, -, +, —1, 1, 1, -)- 

   
iN 
\ / 

“ 
So ) 

„9 
Рис. 5.13. Ориеити- Рис. 5.14. Главный Рис. 5.15 
роваиный цикл с ориеитированный 
ориентацией по ЦИКЛ 

ребру 1 

Дерево, покрывающее неориентированный граф, соответст- 
вующий ориентированному, изображенному на рис. 5.11, показано 
на рис. 5.14 сплошной линией (см. рис. 4.12). Ребра являются 
хордами и показаны пунктирными линиями. Если для каждого 
главного цикла задать ориентацию в соответствии с ориентацией, 
определяющей его хорды, то получится главный ориентирован- 
ный цикл. Матрица размера ижа=3жЖ8, строками которой яв- 
ляются трн вектора, представляющих эти и=3 главных ориенти- 
рованных цикла, называется матрицей главных ориентированных 
циклов (см. упражнение 4.9): 

| 11 . 
М == . ] .°. . . 1 —ti. (5.8) 

ГОР о. 
Для коциклов неориентированного графа можно рассмотреть 

два варианта ориентации, показанные на рис. 5.15, и точно так 
же, как и для ориентированных циклов, определить их векторное 
представлепие. Например, главный коцикл дерева, определяемый 
ветвью б (см. рис. 5.14), состоит из ветви 6 и хорд Ги 3. Если 
ориентировать этот коцикл в соответствии с ориентацией ветви 
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6, то получится главный ориентированный коцикл, определяемый 
ветвью б (рис. 5.16). Его векторным представлением является 
(—1, -, 1, -,-, 1, +, *). 

Матрица размера фХхд=ож8, строками которой являются 
векторные представления этих ф=б5 главных ориентированных 
сечений, называется матрицей главных ориентированных коцик- 
лов (см. упражнение 4.9): 

. .—lel.... 
] . Г. 

о =| 1 . Le. 1..1]. (5.9) 
—1 —] О 

. ] ] °сао 1 

CC р ``, \ f 

7 / < \ / % i \ 

/ & — } 
4_ ! i 6) 

fs ™ Jy \ / \ < / / \ / \ , 
\ N 7 — — 1 { 

> \ 1 \ 
м => => \ 

а) 1) 
Рис. 5.16. Главный орн- Рис. 5.17. Орпентированный 
ентированиый KOHHKI, цикл и ориентированный ко- 
определяемый ветвью 6 ЦИКЛ 

Теорема 5.8. Векторные представления произвольного ориенти- 
рованного цикла н произвольного ориентированного коцикла ор- 
тогональны. 

Доказательство. Если рассматриваемые цикл и коцикл имеют 
общие ребра, то, как показано па рис. 5.17,а (см. следствие из 
теоремы 4.15), существует одинаковое число общих ребер типов 
би в, показанных соответственно на рис. 5.17,б и в. Обозначим 
через (21, ..., ва), (61,..., ба) векторные представления соответст- 
венно ориентированного цикла и ориентированного коцикла. Если 
{ — ребро типа 6, то ва=6;:=1 или вг=6;:=— |, Т. е. #:6;=1. Если 
же Г — ребро типа в, то в=—6;=1 или в:=6;=—— 1, Т.е. е:6:= 
— 

Следствие. Матрица главных ориентированных циклов М и 
матрица главных ориентированных коциклов © таковы, что 
MQT=—0. 

5.5. Закон Кирхгофа 

Вектор У= (91..., 8), (5.10) 

называется вектором напряжений, если для произвольного ори- 

ентированного цикла 
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&= (€),..., &y) (5.11) 

выполняется равенство (закон Кирхгофа для напряжений) 

(У, =) = 0. (5.12) 

Множество всех векторов напряжений называется пространством 
напряжений 7. Если обозначить через и» — потенциал вершины, 
из которой выходит ориентированное ребро А относительно вер- 
шины, в которую это ребро входит, то левая часть равенства 
(5.12) во: -+=202- ... Нва0. будет представлять собой сумму на- 
пряжений вдоль рассматриваемого ориентированного цикла. Тре- 
бование равенства нулю этой суммы является законом Кирхгофа 
для напряжений. 

Вектор i=(t,,..., 4) (5.13) 

называется вектором токов, если для произвольной строки 

6 = (6,,. ees ба) (5. 14) 

матрицы смежности Ас выполняется равенство (закон Кирхгофа 
для токов) 

(1, 6) =0. (5.15) 

Множество векторов Токов называется пространством токов и 
обозначается через Я. Если ориентацию ребра А принять за по- 
ложительное направление тока (рис. 5.18), то левая часть равен- 

  

  

+ ——— a me 

А А НН" ` Г! 
Vv бро 1 2200 р 
A рог Ч С=Е(\.%} р 

_— — -4- `` yo ~ 

a b, Г —— V2 т 

а} . 
Рис. 5.18. Положительные 
иаправления иапряжения н ——— mi > 
тока a \ ee 

С ‚^^ 
А 

/ т“ 
< Ги / с 

— Ss —— 

Рис. 5.19. Коциклы и токи b) 2) 

ства (5.15) бй-62- ... +8 будет представлять алгебраиче- 
скую сумму токов, вытекающих из рассматриваемого узла. Тре- 
бование равенства нулю этой суммы является законом Кирхгофа 
бля токов. 

Возьмем произвольный коцикл С и исключим его из неориен- 
тированного графа С = (У, Е), соответствующего исходному ори- 

ентированному графу G=(V, E). Обозначим через (У, Е!) и (У, 
Es) две связные компоненты получившегося в результате графа. 
При этом С=Е(Иь, У2). Предположим для простоты, что У! со- 
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стоит из вершин 1,..., п, а У› — из п 1,..,р. Обозначим j-10 
строку матрицы инцидентности А. через 59. Если 1 — вектор то- 
ков, то 

(Gd, 6) +... + (i, 6) = 0. (5.16) 

Если ориентированное ребро Ё выходит из вершины (=, и вхо- 
дит в вершину те=\У:, как показано на рис. 5.19.6, то в послед- 
нем равенстве слагаемыми, в которые входит 11, являются (1, 60), 
(1, 5”). Первое из них равно -Нй, а второе —. Следовательно, 
токи 1 для ребер Е, соединяющих вершины У! между собой, не 
входят в сумму в левой части (5.16). Далее, если ориентирован- 
ное ребро К выходит из вершины [=У! и входит в вершину те 
е\У., как это показано на рис. 5.19,в, то слагаемым в левой час- 
ти (5.16), связанным с &, является произведение (1, 5%), которое 
представляет собой ток +. Наоборот, если ориентированное 
ребро Е выходит из вершины [=У. и входит в вершину теЕИ,, 
как это показано на рис. 5.19,г, то в левой части (5.16) TOK ix 
представлен слагаемым (1, 6”), которое представляет собой ток 
— 1. Таким образом, равенство (5.16) можно записать в виде 

У, =0, A (5.17) 

roe =. =1, если ориентированное ребро А выходит из И; и входит 
B Vo; H ва=— 1], если ориентированное ребро Е выходит из И. и 
входит в И!. 

Если коцикл С ориентирован таким образом, что его ребра 
выходят из И; и входят в Уз и в — векторное представление ко- 
цикла, то равенство (5.17) эквивалентно равенству 

(1, =) =0. (5.18) 

Далее, предположим, что равенство (5.18) справедливо для 
всех ориентированных коциклов, и покажем, что в этом случае 
{— вектор токов. Для произвольной вершины | множество инци- 
дентных ей ребер называется звездой вершины | и обозначается 
через 6(7). Так как в неориентироваином графе, согласно теоре- 
ме 4.16, звезда 6(7) является кограницей, то в нем существуют 
такие коциклы без общих ребер, что объединение множеств их 
вершин совпадает с 8(7). Если все коциклы ориентированы таким 
образом, что их ребра выходят из вершины |, то, очевидно, 

67) = P(A | tel), (5.19) 

где 8()—7/-я строка матрицы инцидентности А., соответствующая 
вершине г, а г(),... ‚ г — векторные представления ориентирован- 
ных коциклов, которые получаются при ориентации Су, ..., С» 
Следовательно, из равенств (1, г()) = ... = (1, геФ) =0 следует, что 
(1, 59) =0. 

Из изложенного следует, что вектор #, удовлетворяющий равен- 
ству (5.18) для произвольного ориентированного коцикла, является 
вектором токов, удовлетворяющим закону Кирхгофа для токов. Та- 
ким образом, справедлива следующая теорема. 
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Теорема 5.9. Вектор является вектором токов тогла и только 
тогда, когда он ортогоналси векторным представлениям всех ори- 
снтированных коциклов. 

Лемма 5.2. Пространство токов и пространство напряжений 
У? являются подпространствами векторного пространства У.(К). 

Доказательство. Пусть #, КЗеУ, ак (a — действительное 
число). Так как для векторного представления = произвольного 
орнентированного коцикла (1%, =) = (12), =) =0, то (К-Н, г) = 
—=0, (01%, =) =0. Отсюда следуст, что У — подпространство. Для 
доказательства того, что 7” является подпространством, следует 
расс`‘отреть ориентированные циклы. 

Пусть С — неориентированный граф, соответствующий OpH- 

ентироваиному графу С. Определим дерево, покрывающее С, как 
это было описано в предыдущем параграфе. Тогда можно опре- 
делить матрицу главных ориентированных циклов М и матрицу 
главных ориснтировапных сечений ©. 

Согласно теореме 5.8, произвольная строка М и произвольная 
строка @ ортогональиы. Так как п строк матрицы М линейно не- 
завнсимы, то подпространство 5”, натянутое на 1 строк матрицы 
М, и подпространство 7”, натянутое на ф линейно независимых 
строк @, имеют соответственно размерности и и $. Заметив, что 
и-+Ф==49, приходим к тому, что подпространства 9” и 7” взаимно 
ортогональны. Следовательно, имест место следующая лемма. 

Лемма 5.3. Подпространство 5”, `натянутое на строк матри- 
цы главных ориентированных циклов, и подпространство Я”, на- 
тянутос на ф строк матрицы главных ориентированных коциклов, 
имеют соответственно размерности LL, ф и взаимно ортогональны. 

Из теорем 5.8 и 5.9 следует, что каждая строка матрицы М — 
вектор токов. При этом из тсоремы 5.8 также следует, что каждая 
строка матрицы @ является вектором напряжений. Это означает, 
что 9’<-9, 7’с<-7. 

Наоборот, из ортогональности подпространств У” и 7” следу- 
ет, что J’ представляет собой миожество векторов, ортогональ- 
ных каждой из строк матрицы ©. Так как, согласно теореме 5.9, 
этим свойством обладает произвольный вектор тока, TO FCS’, 
т. е. Я=9”. 

Аналогично можно показать, что ?с-7”, т.е. Р=У”. 
Таким образом, мы доказали следующую тсорему. 
Теорема 5.10. Пространство токов У и пространство напря- 

жения 7’ являются взаимно ортогональными. Базисом У являют- 
ся и вектор-строк матрицы главных ориентированных циклов, 
а базисом ’—ф вектор-строк матрицы главных орнентированных 
KOUHKJIOB. 

Следствие (теорема Телегена). Для произвольных вектора то- 
ков Ги вектора напряжений у справедливо равенство (1, у) =0. 

По аналогии с доказательством тсоремы 4.21 с помощью след- 
ствия из теоремы 5.8 можно получить следующую теорему. 

Теорема 5.11. Предположим, что хорды и ветви дерева, по- 
крывающего граф С, соотнесенный ориентированному сильносвяз- 
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> 
ному графу С с корангом ф и цикломатическим числом п, пере- 
нумерованы целыми числами 1,..., и и р 1,..., 9 соответственно. 
Тогда матрица главных ориснтированных циклов М и матрица 
главных ориентированных коциклов © имеют вид 

М=П,, Е]; Q=[—F’, Ig}. 

Задачи 

5.1. Докажите, что ориентированный граф без ориентирован- 
ных циклов имеет, по крайней мере, одну вершину, положитель- 
ная степень которой равна 0. 

5.2. Пусть для произвольных двух вершин а и 6 ориентиро- 
— 

ванного графа С существует вершина с такая, что с=>а и с=6. 
— 

Докажите, что в этом случае С имеет корень. 
5.3. На ориентированном графе, изображенном на рис. 5.20, 

сплошными линиями показаны хорды, а пунктирными — ветви. 
Найдите матрицу главных ориентированных циклов и матрицу 

главных ориентированных сечений. 
Si 5.4. Пусть А — приведенная мат- 

=“ ~ рица инцидентности размера @Xq 
сильносвязного — ориентированного 
графа. Пусть Р — это некото- 
poe подмножество ребер неори- 
ентированного графа, COOTBeTCT- 
вующего ориентированному гра- 
фу с матрицей инцидентности А. 
Покажите, что если Е содержит 
циклы, TO вектор-столбцы матри- 
цы А, соответствующие ребрам 

Рис. 5.20. К задаче 5.3 этих циклов, являются линейно за- 
ВИСИМЫМИ. 

5.5. Как и ранее, пусть Г — дерево, покрывающее неориенти- 
рованный граф, соответствующий ориентированному графу. Дока- 
жите что ф вектор-столбцов, соответствующих ребрам дерева 7, 
являются базисом ф-мерного векторного пространства Из(Ю) 
над полем действительных чисел R. 

# ——- 

  

Глава 6 

Булевы алгебры 

6.1. Определение булевой алгебры [2,10] 

Рассмотрим два множества элементов А и В. Множество, со- 
стоящее из элементов множества А и элементов множества В, 
т. е. полученное объединением множеств А и В, называется объз- 
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ебцнением или суммой множеств А и В и обозначается через 
АЗВ. Знак Ц называстся знаком объединения. Множество, со- 
стоящее из элементов, входящих одповременно и в множество А 
и в множество В, называется пересечением или произведением 
множеств А и В и обозначается через АПВ. Знак ПЙ называется 
знаком пересечения. Совокупность элементов, входящих в мно- 
жество А, но не входящих в множество В, называется разностью 
множеств А и В и обозначается через А—В. Число элементов 
конечного множества А обозначается через |4]. 

Совокупность всех подмножеств некоторого множества И, 
включая само множество И и пустое множество Ф, обозначается 
через р(И). Для произвольного множества Аер(И) можно рас- 
смотреть множество И—А, являющееся дополнением А (до U); 
далее дополнение множества А обозначается через AS. Для про- 
извольных множеств А, В, Сер(И) выполняются следующие хо- 
рошо известные соотнощения. 

1. Закон тождественностин: АУА=А, АПА=—А. 
2. Закон ассоциативности: (АЦВ) /С=АЦ (ВУС), (АПВ) ПС= 

=AN(BNC). 
3. Закон коммутативности: А-В =ВУА, АПВ= ВПА. 
4. Закон поглощения: (АУВ)ПА=А, (АПВ)УА=А. 
5. Закон дистрибутивности: An (BUC) = (ANB)U(ANC), 

AU (BNC) = (AUB)N(AUC). 
6. Saxon AononHenua: a) AVL =U, ANU=A; 6) AUD=A, ANS= 

=; p) AUAC=U, АПА*= $. 
Задача 6.1. Убедитесь в справедливости приведенных выше 

соотпошений. 
Прямым произведением АЖВ двух множеств, А п В, (возмож- 

но, совпадающих) является совокупность всех упорядоченных пар 
элементов (а, 6), в которых элемент а берется из множества А, а 
элемент В берется из В. Аналогично определяется прямое произ- 
ведсние трех н большего числа множеств. Если А — непустое мно- 
жество, то отображение ф прямого произведения АЖА на А назы- 
вается бинарной операцией. При этом элемент множества А, соот- 
ветствующий паре (а:, а2) =АЖА, обозначают обычно через ф (ат, 
а2) или а!фа2. Аналогично, отображение множества А на А назы- 
вают унарной операцией. 

Пусть М — непустое множество, на котором определены две би- 
нарные операции «0» и «П» (эти же символы были использованы 
ранее для обозначения операций над множествами; вообще гово- 
ря, здесь Ц и П — произвольные операции) такие, что для произ- 
вольных элементов а, 6, с=М выполняются следующие соотноше- 
НИЯ. 

1. Закон тождественности: а)а==а, апа=а. 

2. Закон ассоциативности: (а06)Ис=а\(60с), (anb)Ne= 
ап (6Пс). 

3. Закон коммутативности: а/6 = а, аПь —= 6Па. 

4. Закон поглощения: (а06)Па=а, (аПь)Ца=а. 
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Тогда говорят, что множество М образует решетку относитель- 
но операций Ц и П (часто М называют просто решеткой). 

Задача 6.2. Выведите закон тождественности из законов 

коммутативностн и поглощения. 

Решение. Если в равенстве (а16)]а=а вместо 6 подставить а(]6, то по- 
лучим а= (а (406) )Ца= ((а08) Па)Ца=а)а. Заменяя далее |) на П, имеем 
afja=—a. 

Законы ассоциативности, коммутативности и поглощения назы- 
вают аксиомами решетки. Если для решетки верно какое-либо об- 
щее утверждение, то из него с помощью приведенных аксиом мож- 
но получить так называемое двойственное утверждение, помеияв 
местами в исходном утверждении знаки Ц и П. Это свойство ре- 
шетки называют законом двойственности. 

Если для произвольных элементов а, 6, с решетки выполняется 
также 

5) закон дистрибутивности: аП (Вс) == (аП6) Ц (аПс), а0 (6Пс) = 
== (aUb)N(aUc), Tro М называется дистрибутивной решеткой. Если 
для дистрибутивной решетки М выполняется, кроме того, 

6) закон дополнения: в М существуют такие элементы / и О, 
что: а) а! =1, aNi=a, avUO=a, aNO=O; 6) для произвольного 
элемсита а из М в М найдется элемент а’ такой, что а\а’=Т, 
аПа’—=0О, то М называется булевой алгеброй. Элемент а’ из ус- 
ловия б) закона дополнения называется дополнительным элемен- 
ту а. Решетки такого типа называют булевыми алгебрами в 
честь Джорджа Буля, который предпринял попытку алгебраиза- 
ции теории решеток путем введения операций пад элементами. 

Совокупность всех подмножеств р(И) некоторого множества 
О образует булеву алгебру относительно операций над множест- 
вами Ци П. Эту совокупность р(И) называют алгеброй множеств. 
В качестве элементов / и О в закопе дополнения следует взять 
соответственно множества И и); при этом дополнительным для 
множества Аер(И) является множество Де. В 6 7.2 будет пока- 
зано, что булевой алгеброй является также совокупность всех ло- 
гических функций от п переменных. 

Задача 6.3. Покажите, что элементы Ги О закона дополне- 
ния определяются однозначно. 

Решение. Предположим, что существует другой отличный от / элемеит J, 
удовлетворяющий первому соотношеиию условия а) закона дополнения. Тогда 

1=Л/У=)У=Р. Единственность О доказывается из четвертого соотношения 
того же условия а). 

Упражнение 6.1. Закон дополнения требует существования 
дополнительного элемента. Покажите, что в булевой алгебре для 
каждого элемента существует только один дополнительный эле- 
мент. Вообще говоря, для произвольной дистрибутивной решетки 
можно показать, что из условий алх=а\у н аПх=аПу вытекает, 
YTO x=Y. 
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Решение: 

х = (@0)х)Пх=(а0иуПх — (коммутативность, закон поглощения, подстаповка); 

x= (aNx)U(yN*x) (коммутативность, дистрибутивность}); 

x= (aN y)U(xNy) (коммутативность, подстаиовка); 

х = (aUx)Qy=(aUy)Ny (коммутативность, дистрибутивность, подстановка); 

=Yy (коммутативность, закон` поглощения). 

Замечание. Если выполняется только одно из равенств а)х=аЦу (или 
а|х=аПи), то, вообще говоря, иеверно, что х=у. Например, если а5-0О, то 
а=а\а==а(о0. 

Нз существования и единственности дополнительного элемен- 
та следует, что операция, сопоставляющая произвольному эле- 
менту аеМ дополнительный элемент а’, яв- 
ляется унарной операцией. 

Упражнение 6.2. В совокупности 
p(U) scex подмножеств некоторого множе- 
ства О выполняется хорошо известиое пра- 
вило Де Моргана: для произвольных под- 
множеств А, Вер(И) 

(А0В)‹ = АП В<, (АПВ) == Ас |] В 

  

(в справедливости этих соотношений можно рис. 6.1. Правнло Де 
убедиться, воспользовавшись рис. 6.1). Моргаиа 

Правило Де Моргана для произвольной булевой алгебры М, а именио для 
соотношения (а(]5)’=а’П 6’, (аП5)’=а’ О", (где а, b — произвольные элемеин- 
ты алгебры М) можио доказать следующим образом: 

(в Ub) U(a’ N60’) = («99 0а’)П ((а9Б)УЬ’) (дистрибутивность); 
= ((2 а’) 06) П (а 0(5УР”)) (коммутативность, ассоциатнвность). 

= (705) П (207) (закон дополнения); 

= (67) ПГ (коммутативность, закон дополнения); 

= 107 = 1 (закон дополнения); 

(aU 6) f(a’ 1 b’)=(a' 1.6’) (aU 6) (KommytatuBHocts); 

= ((a’N 6’) N а) Ч ((а’ПЬ’)П 5) (зистрибутивность); 

= (b’ П (2Па'’)) 9 (@’П(6П’’)) (коммутативность, ассоциативность); 

=: (5’ ПО) Ц (а’ ПО) (закон дополнеиня); 

=QOUO=0 (закон дополнення). 

Таким образом, а’Йб’ является дополнительным к элементу а|)6. Из един- 
ственности дополнительного элемента получаем первое доказываемое соотио- 
шение. Второе соотиошение можно получить, если в первом соотиошеиии по- 
менять местами зиаки |) и П (проверьте это). 

Задача 6.4. Покажите, что для произвольного элемента а 
булевой алгебры М справедливо равенство (а’)’=а- 

Рещение. Из закона дополнения (соотношение 6) и коммутативности сле- 
дует, что а — дополиительный элемент элемента а’. Отсюда и из едииствеи- 
ности дополиительиого элемента получаем, что а== (а’)'. 
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Задача 6.5. Обратными к элементам Ги О являются соот- 
ветственно О и Г. 

Решение. Справедливость этого утверждения следует непосредственно из 
закона дополиення. 

Задача 6.6. Пусть а, 6 — два произвольных элемента решет- 
ки. Покажите, что а/ь =6 <> аП6—а*. 

Решение. Пусть а)6=5. Тогда а= (а)6)Па=бПа=аЙ6. Обратное утверж- 
дение доказывается аналогично. 

Упражнение 6.3. Если в решетке справедливо соотношение 
а) afN(6Uc) = (aNb)U(anc), то справедливо также и соотношение 
6) а/(ЬПс) = (а96)П (а/с). Можно, паоборот, из соотношения 
6) вывести соотношение а). 

Решение. 

(ИБП (а 0с) = ((2U6)N 4a) U((2U5)Ne) (cootnowenne a); 

— а() (сП (205)) (поглощение, коммутативность); 

=a ((aNe)U(6Ne)) (соотношение а, коммутативность); 

= (20 (аП2)) 0 (6Пс) (ассоцнативность); 

—а((6Пс) (закон поглощения). 

Справедливость обратного Утверждения следует из закона двойствеиностн. 

Замечания к законам дистрибутивности и дополнения. Как 
видно из приведенных примеров для дистрибутивности решетки, 
в действительности, достаточно выполнение хотя бы одного соот- 
ношения закона дистрибутивности. Далее, из задачи 6.6 следу- 
ет, что в условии а) закона дополнения достаточно, например, 
требовать лишь выполнения равенств aU/=/ nw aNO=O. 

Так как операцни Ц и Й удовлетворяют закону ассоциативно- 
CTH, TO B COOTHOWeHHAX Bua (aUb)Uc—aU(bUc), (aNb)NAc=aN(bNc) 
скобки можно опускать и 3ANHCbIBaTb HX B BHAe AUOUc, able. 

6.2. Отношение порядка в булевой алгебре [2,10—12] 

Подмножество Ю прямого произведения АЖВ множеств А, В 
(возможно А=В) называется отношением на паре множеств А, 
В (на множестве А, если А=В). Соотношение (а, 6) ЕЮ часто 
записывают в виде аЮв и говорят, что элемент а связан с В от- 
нощением Ю. Если отношение АЮ на множестве А таково, что для 
произвольных элементов а, В исиз А выполняются: 

0.1) закон рефлексивности: aka; 
0.2) закон антисимметричиости: если аЮб и bRa, to a=; 
0.3) закон транзитивности: если аЮб и ORC, To aRe, 

* Если справедливо утверждение А и из него следует утверждение В, то 
мы записываем это так: А=>В. Еслн АВ н В=>А, то пишем Ас В. 
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то, как уже указывалось & 1.1, отношение А называется отноше- 
ниел порядка*. Пусть Ю — отиошение порядка на множестве А. 
Если отношение Ю’ определено таким образом, что для произволь- 
ных элсментов а, DEA, aRk’be© 6Ка, то для К’ будут выполняться 
законы рефлексивности, антисимметричности, транзитивности и, 
следовательно, оно также будет отношением порядка. Это отно- 
шение А” называют противоположным отношению ВЮ. 

Задача 6.7. Покажите, что Ю’ является отношением порядка. 
Предположим, что на множестве М задано отношенис порядка 

Ю (далее вместо Ю будем пользоваться знаком <). Если а, то 
говорят, что а меньше или равно В или что Б больше или равно а. 
Если а и а525, то будем писать а< 6 и говорить, что а (стро- 
го) меньше или что 6 (строго) больше а. Если а<в и в множест- 
ве М не существует ни одного элемента х такого, что а<х<3В, TO 
говорят, что 6 непосредственно следует за а, и записывают это 
так: а|< 6. 

Элементы а и 6 называются несравнилыми, если не выполняет- 
ся ни одно из соотношений ав, в<а. Если же хотя бы одно из 
этих соотношений выполняется, то элементы пазываются сравни- 
мыми. Пусть А — подмножество множества М. Элсмент аеА та- 
кой, что х<а для всех хеЕА, называется максимальным элемен- 
том А н обозначается через тах А. Апалогично определяется ми- 
нимальный элемент множества А, который обозпачается через 
пит А. Вообще говоря, в множестве А элементы тах А и шшА мо- 
гут не существовать. Если аеЕА ив А не существует пи одного 
элемента, больше а, то а называют предельным максимальным эле- 
ментом множества А. Аналогично определяется предельный мини- 
мальный элемент. Максимальный (минимальный) элемент множе- 
ства является предельным максимальным (минимальным) элемен- 
том, но обратное утверждение, вообще говоря, не верно. Для эле- 
ментов а, 6 (а=<6) определим [а, 6] = {х|а<х=3 в, хеМ}. 

Задача 6.8. Если в множестве А существует максимальный 
элемент, то он единственен. 

Указание. Следует предположить существование двух максимальных эле- 
ментов и далее воспользоваться законом аитисимметричности отнощения по- 

Упражнение 6.4. В непустом конечном упорядоченном мно- 
жестве М существуют предельные максимальный и минимальный 
элементы. Кроме того, для элементов а, В из М таких, что а< В, в 
М существуют элементы ат, а›, ... , ат-1 такие, что а[Са! |<... К ат= 
— 
— 

Решение. Доказательство первого утверждения. Обозначим через п число 
элементов в множестве М и воспользуемся индукцией по п. При п=1 утверж- 
дение тривнально. Пусть п>2. Предположим, что утверждение верно для упо- 
рядоченного множества, состоящеге из п—| элемеитов. Возьмем некоторый эле- 

* Заметнм, что приведенное определение является, строго говоря, опреде- 
лением частичной упорядоченности и отличается от определения полной упо- 
рядоченности. 
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мент а в М и рассмотрим множество М—(а}. По предположению иидукции в 
этом множестве существует предельный максимальный элемент $5. Если В<а, 
то а — предельный максимальный элемент М. Если а<6 или а и В несравни- 
мы, то предельным максимальным элементом в М является $. Существование 
предельного минимального элемента доказывается аналогично. 

Доказательство второго утверждения. Так как множество [а, 65]-—{а} не- 
пусто, то в нем существует предельзый минимальный элемент а. По опреде- 
лению, а|(а1<5. Если а1<36, то множество [а1, 6] —{а!} непусто и в ием су- 
\ществует предельный минимальный элемент а», Tak 4TO a|<ai|{a2e<b. Ecan 
92<<Ь, то описанную операцию нужно повторнть. Так как множество М ко- 
нечно, то число таких операций также будет конечным. Второе утверждение 
доказано. 

Упорядоченное множество М, имеющее конечное число элемен- 
тов, удобно представлять с помощью направленного графа Н (М), 
который называют диаграммой Хассе и строят следующим обра- 
зом. Вершины Н(М) взаимно однозначно соответствуют элемен- 
там М. При этом вершину, соответствующую элементу а, называ- 
ют просто вершиной а. Если элемент 6 непосредственно следует за 
элементом а (и только в этом случае), вершину 6 соединяют реб- 
ром с вершиной а; при этом ребро ориентируется от В ка. На рис. 
6.2 приведено несколько примеров таких диаграмм (в некоторых 
случаях большие элементы помещают над меньщими, а ребра не 
ориентируют). Рисунок 6.2,а соответствует вполне упорядоченному 
множеству; остальные рисунки соответствуют частично упорядо- 
ченным мпожествам. 

9 е ec ё Ё С а 
a 

a с} 1 J сч pd 6 G р< 
C а 

b b a 

a a a 7 . 

a) 5) 6) J I , 
Рис. 6.2. Примеры диаграмм лиссе 

Задача 6.9. Соотношение ав эквивалентно существованию 
направленного пути из вершины 6 в вершину а на диаграмме Хас- 
се. 

Указание. Существование пути можно вывести нз определения диаграммы 
Лассе и второго утверждения из упражнения 6.4. Обратное утверждение полу- 
чается из закона транзнтивности. 

Задача 6.10. Диаграмма Хассе обладает следующими свойст- 
вами. 1) Если на днаграмме существует ребро е, идущее из вер- 
шины 6 в вершину а, то никакого другого пути из 6 ва быть не 
может. 2) Диаграмма Хассе не имеет замкнутых направленных 
ЦИКЛОВ. 

Указание. 1) Предположим, что на диаграмме существует путь, отличный 
от е. Если длина этого пути равиа 1, то приходим к противоречию с опреде- 
лением диаграммы Хассе. Еслн же длина пути больше или равна 2, то при- 
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XOJHM к противоречию с отношением а|[{6. 2) Если допустить существованне 
на днаграмме замкнутого цикла, то из задачи 6.9 будет следовать, что для 
вершины а замкнутого цикла выполняется отношение а<а, чего быть не может. 

Задача 6.11. Для любого конечного направленного графа С, 
обладающего свойствами 1) н 2) из задачи 6.10, существует упо- 
рядоченное множество М, для которого @ является диаграммой 
Хассе. 

Указание. Пусть а и 6 — элементы множества вершин У графа С. Если 
a=b или на графе существует направленный путь из 6 в а, то будем считать, 
что а=6. Воспользовавшись определением и свойством 2), можно показать, что 
введенное отношение < удовлетворяет законам рефлекснвностн, антисиммет- 
ричности н транзитивностн. Далее, воспользовавшись свойством 1), можно по- 
казать, что если на графе имеется направленное ребро от $ ка, то а|[< 6. 

Рассмотрим упорядоченное множество М и некоторое его под- 
множество А. Если в М существует элемент 6, обладающий ука- 
занными далее свойствами 1) и 2), то 6 называется верхней 
гранью А и обозначается через sup A: 

1) а= для всех элементов аеА; 
для каждого элемента аеА и произвольного элемента сеМ 

такого, что ас, выполняется соотношение 6=— с. 
Если в множестве М существует элемент 6, обладающий ука- 

занными далее свойствами 1’) и 2”), то В называется нижней 
гранью А и обозначается через и! А: 

1) 6=а для всех элементов аеЕА. 

2) для произвольного элемента СЕМ такого, что с<а для всех 
ае=А выполняется соотношение с= 6. 

Заметим, что элементы зир А и ШРА, вообще говоря, могут не 
принадлежать множеству А. Если в множестве существует эле- 
мент тах А (шт А), то зир А=штах А (ИЕ А=шт А). 

Пример 6.1. На рис. 6.2,6 е=зир{В, с} =зир{6, с, @}= 
=sup{a, 6, c, d}. Ha puc. 6.2,6 a=inf{b, c}=inf{b, d}=inf{b, с, 
d} =inf{b, c, 4, е}. На рис. 6.2,е элементы sup{a, b}, sup{c, d}, 
inf{a, b}, inf{c, d} He cyulecTByioT. 

Пример 6.2. Отношение включения <-, определенное между 
подмножествами некоторого множества И, является отношением 
порядка на множестве р(0) всех подмножеств И. Воспользовав- 
шись определениями, легко проверить, что для произвольных мно- 
жеств А, Вер(И) выполняются следующие соотношения (проверь- 
те). 

(М!) АСАУВ, ВСАЧВ и для произвольного множества Се 
ер(() такого, что АСС, ВсС, имеет место включение AUBCC, 
T.e. AUB=sup{A, B}. 

(М2) АПВСА, АПВсВ и для произвольного множества Се 
ер(И) такого, что Сс-А, Сс В, имеет место включение СсАПВ, 
т. е. ANB=inf{A, B}. 

(M3) АсвВ & AUB=Be ANB=A. 
Как мы увидим далее, эти свойства присущи произвольной ре- 

шетке. 
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Упражнение 6.5. Предположим, что в непустом множестве 
М определено некоторое отношение порядка = и для произволь- 
ных элементов а, 6ЕМ существуют элементы зир({а, 6} и шЦа, 6}. 
Если определить операции Ц и Й, положив а/6=зир{а, 6}, апь—= 
— ша, 6}, то для операций Ц и Й будут выполняться законы ас- 
социативности, коммутативности и поглощения, т. е. мы получим 
решетку. 

Решение. Если вместо отношения < рассмотреть двойственное к нему от- 
ношенне порядка, то определенные операции |) и [] можио поменять местами. 
Следовательно, в аксиомах структуры достаточно рассмотреть лишь соотноше- 
ния, соответствующие одной из этих операций. Кроме того, по определению 
sup и ИЕ имеем: 

а) аз а, 6 < а 06, апПЬ<а, ап <; 

6) если ах, В <с, то а 06 <с; 

B) ccm CS a,c<6b, TOC < afb. 

Ассоциативность. Доказательство paBeHcTBa (aUb)Uc=aU(bUc). Из а) сле- 
дует, что 

а < а 06 < (а065) 0с. (6.1) 

Аналогично 

$ < (@0В) 0с, с < (@05) Ос. (6.2), (6.3) 

Из (6.2), (6.3) и 6) получаем 20с< (а06)Цес. Отсюда нз (6.1) и вновь 6) име- 
ем а) (5)с) < (&)5)0с. Совершенно аналогично выводится соотношение (416) 
\с<а)(60с). Из закона антисимметричности следует справедливость закона 
ассоцнативности. 

Закои коммутативности следует из определения операций |] и f). 
Закон поглощения. Доказательство равенства (а\)6)Па=а. С одной сто- 

роны, из а) следует, что 

(aUb)Qa<a. (6.1) 

С другой стороны, так как а<а|)б и а<а, то, в силу в}, a<(aUb)f\a. U3 (6.4) 
и закона антисимметричности следует справедливость закона поглощения. 

Наоборот, утверждение (МЗ) из примера 6.2 можно обобщить на случай 
произвольных решеток. 

Упражнение 6.6. Пусть М — произвольная решетка. Опре- 
делим отношение < на М следующим образом. Для произволь- 
ных элементов а и 6 из М положим 

a<bealb=b. (6.5) 
Отношение = является отношением порядка и обладает следую- 
щими свойствами. 

1. Закон двойственности. Если для решетки верно какое-либо 
утверждение, то для нее верно также и двойственное утвержде- 
ние, которое получается, если поменять местами операции Ци Пи 
заменить отношение << на противоположное >. 

2. Для произвольных элементов а, 8, сЕМ 

axaUb; afhb<a. (6.6) 

3. Ecnu axc, b<c, то 

аб = с. (6.7) 
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3’. Ecnn cma, cb, TO 

cx<anb. | (6.8) 
4. Существуют элементы $ир{а, 6}, шКЦа, 6}, причем 

зир {а, 6} =а(16; ша, 6} =аП6. (6.9) 

Решение. Согласно задаче 6.6, а] —=6<>аПб==а. Отсюда и (6.5) следует, 

что 

b<as—anb=b. (6.10) 

(1} Из закона двойственности в решетке и справедливости двойственного 
к (6.5) соотношения (6.10) следует справедливость закона  двойствениости, 
сформулированного в пункте (1). Следовательно, нам достаточно доказать ле- 
вое соотношение в (6.6), соотношение (6.7) и левое соотношение в (6.9). 

(2) Из закона тождественности и соотношения (6.5) следует, что а<а. 
(3) Если а<б и Ь<а, то из (6.5) следует, что а|]6 =6 и Ва=а. Отсюда 

и из закона коммутативности а()б —щВ)а получаем, что а=6. 
(4) Если а<Ъ и 6<с, то из (6.5) следует, что а]6 = и В/с=с. Отсюди, 

и из закона коммутативности получаем, что а\/с==а()(68\)с) = (а06) /с=Ы\с==с. 
Таким образом, отношение < удовлетворяет законам рефлексивности, антисим- 
метричности и транзнтивности, а следовательно, является отношением по- 
рядка. 

(5) В силу законов поглощения и коммутативности 

а = (@15) Па=айП (а06). | (6.11) 

Прн этом из (6.10) следует справедливость левого соотношения из пункта (2) 

а<а06. (6.12} 
Следовательно, имеет место также соотношение 

$ < в6. (6.13) 

С другой стороны, если с — элемент М такой, что а<с и В<с, то соглас- 
но (6.5) а/с=е, bUc=c. B силу ассоциативности (aJb)Uc=al(bUc) = 
=aUc=c. H3 (6.5) следует справедливость свойства (3), а именно соотно- 
шения 

а] 6 < с. (6.14) 

Из (6.12) — (6.14) н определения верхней грани зир({а, 6} получаем левое со- 
отношение из (6.9): зир {а, 6} =а06. 

Еще одно определение решетки. Как видно из упражнений 
6.5 и 6.6, понятие решетки можно также определить следующим 
образом: 

«Если для любых двух элементов а и 6 упорядочениого мно- 
жества М существуют элементы зир{а, 6} и шКа, 6}, то М на- 
зывастся решеткой». Это определение полностью эквивалентно 
предыдущему. 

Задача 6.12. Проверьте, что упорядоченные множсства с ли- 
аграммами Хассе, приведенными на рис. 6.2.а—0, являются ре- 
шстками, а множество с диаграммой Хассе, приведенной на рис. 
6.2,е, решсткой не является. 

В дальнейшем при рассмотрении решеток и булевых алгебр 
мы будем пользоваться только отношепием порядка =, которое 
определяется соотношением 6.5 (далее оно называется отношени- 
сем больше/меньше). Утверждение а) закона дополнения можно 
переписать в следующем виде: для всех элемеитов а из М: О=— 
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<a<x/J. Upyrumn словами, первое утверждение закона дополние- 
ния гарантирует существование в М максимального элемента / и 
минимального элемента О. Если решетка удовлетворяет закону 
дополнепия, то этому закону будет удовлетворять и двойственное 
упорядоченное множество, которое получается при замеие отно- 
шения больше/меньше =—< противоположным отношением >. Кро- 
ме того, так как из соотношений двойственности следует также 
закон дистрибутивности, то для булевой алгебры из справедливоств 
утверждения р следует справедливость Овойственного итвержде- 
ния, которое получается при замене местами отношений = и >, 
Ц и П, а также максимального и минимального элементов. Это 
свойство булевой алгебры называют законом двойственности. 

Задача 6.13. Покажите, что если диаграмма Хассе решетки 
М содержит в качестве своего подграфа граф, изображенный на 
рис. 6.2,6 или в, то для соответствующей решетки не выполняется 
закон дистрибутивностн. 

Указание. Для графа, изображенного на рис. 6.2,6, с одной стороны, име- 
ем 41 (Пс) =аПе—а, а с другой — АаПа=а, а]с=а, — (416) (аПс) =а. Для 
графа, изображениого ua рис. 6.2, в, df\(6Uc)=dfNe=d, dfb=—a, df\c=c, 
(апь) у (аПс) = с. ` 

Задача 6.14. Решетки с диаграммами Хассе, изображенны- 
ми на рис. 6.2,а и г, не удовлетворяют требованию существования 
дополнительного элемента из пункта 6) закона дополнения. 

Указание. Проверьте, что в данном случае решетка имеет максимальный 
элемент е и минимальный элемент а, но ие имеет обратного элемента для эле- 
мента с. 

Задача 6.15. Решетки с диаграммами Хассе, изображенными 
на рис. 6.2,6 и в, удовлетворяют закону дополнения, по дополни- 

тельный элемент может быть неединственен. 

Указание. Элементы с и 4 оба являются дополнительными элементами для 
Ь. Заметим, что при доказательстве единственности дополнительного элемента 

в УПражнении 6.1, по существу, использовался лишь закон дистрибутивности. 

Таким образом, задачи 6.12 — 6.15 показывают, что из диа- 
грамм Хассе, приведенных на рис. 6.2, только диаграмма на рис. 
6.2, является представлением булевой алгебры. Она является 
диаграммой Хассе множества р(И) всех подмножеств множества 
О, состоящего из двух элементов. 

Задача 6.16. Пусть а, 6, с, 4 — элементы булевой алгебры. 
Покажите, что 

lh) axbev<ca; 

2) axbead Yb=leanw’'=0; 

3) если аз и с< 4, To aUexbUd, afYVcxcofid. 

Указание. (1) Соотношение 1) следует из (6.5), (6.10) и правила Де Мор- 
гаиа. 

(2) а=6 <>а06 = b=a’'Yb = a’ (aUb) =IMYb=I,  a’Yb=I=>-a=af\l= af\(a’Yb) = 

= (afja’)U (aNb) =afb=>axe. 
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Аналогично получается, ato af\b’=O. 
(3) H3 (6.6) u (6.7) umeem a<b<bUd, c<d<bUd=> aYc<6Ud. 
Доказательство обратных утверждений проводится аналогично. 

Упражнение. 6.7. Пусть М — булева алгебра и а, БМ, 
а=5. Для произвольного элемента се[а, 6] существует только 
один элемент аЕ[а, 6] такой, что с/4а==6, сПа=а. 

Элемент d иазывают дополнительным элементом для с в [а, 
Ь]. При этом [а, 6] — булева алгебра. 

Решение. (1) Для произвольных элемеитов с, а=[а, 6], как следует из 
{6.6) — (6.8), элементы с/4 и сПа принадлежат [а, 6]. 

(2) Пусть с — заданный элемент из [а, 6] и с’ — его дополнительный эле- 
мент в М. Определим элемент 4 следующим образом: 

—=а() (с' ПБ) = (aUc’)N(aUb) = (aUc’) Nb 

(здесь мы воспользовались тем, что а=36). Согласно (6.6), 4==[а, В]. Далее, 

сЧа=с (Ца (с’ ПВ) =сЦ (с’П 5) (поскольку a<b); 

= (cUc’)N(cUb) = 1N(cUb)=cUb (поскольку a<c); 

= 6 (nockonpky c<b). 

В силу закона двойственности справедливо также равенство C{\d—a. 
(3) Из (1) и (2) следует, что [a, 68] — булева алгебра. Отсюда вытекает 

едннственность дополнительного элемента в [а, 6]. 

6.3. Булевы кольца 

В множестве р(И) всех подмножеств непустого множества И 
можпо определить кольцевую сумму (симметричную разность) 
АФ В подмножеств А и В множества И, положив 

A®B = (A—B)U(B—A) = (AN BYU (BN AY. 
Точнее, кольцевая сумма представляет собой множество всех эле- 
ментов, входящих либо в множество А, либо в множество В, но 
нс в оба множества одновременно. 

Задача 6.17. Проверьте, что 1) (АФВ)@С=АФ(ВФС); 
2) ABB=BOQ@A; 3) АФФ=А; 4) АФА=Ф; 5) АП(ВФС) = (АП 
NB) Ф (АПС). 

Указание. Все приведенные соотношения выводятся непосредственно из 
определений. Рассмотрим, например, первое из них. Для того чтобы элемент е 
принадлежал (АФВ)ФС, иеобходимо, чтобы выполнялись следукацие условия: 

а) если е входит либо только в А, либо только в В, то он не входит в С; 
6) если е входит в С, то он либо ие входит ни в А, ни в В, либо принад- 

лежит пересечению множеств А, В, С. 
Другимн словами, ее (АФВ)ФС, если е принадлежит либо только одному 

из трех множеств А, В, С, либо всем трем одновременно. Аналогично можно 
проверить, что это же условие необходимо и достаточно для того, чтобы эле- 
мент е принадлежал А@(ВФС). Отсюда следует утверждение 1). 

Условием 5) принадлежности к АП(ВФС) является принадлежность к А, 
а кроме того, к одному и только одному из множеств В или С. Таково же 
условие принадлежности к (АПВ) @ (АПС). 

Определение булева кольца. Непустое множество М, в кото- 
ром определены две бипарные операции, «--» (сложение) и «-» 
{умножение), называется кольцом относительно этих операций 
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CHOACHHA H YMHOKCHHA, если выполняются следующие три усло- 
вия: 

(R1)M образует аддитивную группу по сложению. А имсино 
удовлетворяет законам ассоцпативности А.1 (см. § 1.5), KOMMy- 
тативности А.2, требованиям существования единичного (нулево- 
го) элемеита А.З и обратного элемента А.4; 

(Ю2) удовлетворяет закопу ассоциативиости по умножению 

А.о (5 1.5); 
(Ю3) выполняется закон листрибутивности, а имепио для про- 

извольных элементов 

а. (6 -- с) = (а-6) + (а-с); (b+ c)-a=(b-a)+ (c-a). (6.15) 
Единичный (нулевой) элемент по сложению будем обозначать че- 
рез 0. 

Кольцо М называется булевым кольцом (относительно сложе- 
ния и умножения), если оно, кроме того, удовлетворяет следую- 
щим двум условиям: 

(ВЮ1) в М существует единичный элемент, обозначаемый да- 
лее через |, такой, что для всех 

a-1=1-a=a; (6.16) 
(ВК2) выполняется закон тождественности по умножению, а 

именно для любого элемента 

a-a=a. (6.17) 

Задача 6.18. Множество р(И) образует булево кольцо, если 
в качестве сложения взять кольцевое сложение Ф@ ‚, а в качестве 

умножения — операцию пересечения множеств П. 

Указание. Максимальный элемент U является единичным элементом по 
умножению. Отсюда, из закона тождественности АПА=А и результатов за- 
дачи 6.17 следует справедливость доказываемого утверждения. 

Упражнение 6.8. В булевом кольце М выполняется закон 
коммутативности по умножению, а кроме того, для всех а: 

ata=0. (6.18) 
Решение. Так как для произвольных элементов а, D&M выполняются за- 

коны тождественностн и дистрибутивности по умножению, а кроме того, ком- 
мутативностни по сложению, то 

a+ b= (a-+ b)-(a-+- 6) = ((a-+ 6)-a) + ((a-+ 6)-b) = (a-a) ++ (b-a) + (a+b) + 
{+ (b-b) = a+ 6 + (b-a) + (a-b). 
Пользуясь существованием обратных элементов по сложению, можно сокра- 
тить элементы а, 6 в левой и правой частях последнего равенства. При этом 
оно перейдет в следующее: 

b-a) +-(a-6) = 0. (6.19) 

Полагая в нем В =| (1 — единичный элемент по умножению), получаем 

a--a=0. 

Это означает, что каждый элемент совпадает со свонм обратным по сложению. 
Из (6.19) и единственности обратного элемента ($ 1.5) следует, что 

a-b= b-a. (6.20) 
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Упражнение 6.9. Предположим, что миожество М являет- 
ся булевой алгеброй относительно операций Ц и П. Определим в 
М сложение н умпожепие следующим образом. Для произволь- 
ных элементов а, БЕЕ/М положнм: 

a-+ b= (af) b’)U (a’' 16); (6.21) 

a-b=af)b. (6.22) 

Тогда М является булевым кольцом относительно сложепия и 
умножения. 

Решение. Пусть а, В, с — произвольные элементы из М. С помощью пра- 
вила Де Моргана, аксиом булева кольца и соотношения (а’)’=а (задача 6.4), 
получаем 

(a +- 6)’ = (af b’)’ N(a’ N16)’ = (a’ UN) N(AUS’) ; 

=(a'f\(aUb’ ' _‘в06’)); 

= (а’ Па) 0 (а ПВ’) 0 (6 Па) у (6Пь’); 

= (a’N 6b’) U(and), (6.23) 

(1) Нз определения (6.21) ин коммутативности операций |] и П следует 
коммутативность сложения. 

(2) С одной стороны, в снлу (6.21), (6.23) и аксиом кольца 

(a+ 6)+c= ((a+ пе’) у (а-ь’поа; 

= (((a 6’) U (a’ 8) Ne’) U(((a’ Nb’) U(aNb)) Ne) ; 

= (aN bNe)U(a’ None )U(a’ NU NaU(@N snc). 

С apyrofi croponni, tak kak a+(b+c) cosmagaetT с (6+с)-+а, то в последнем 
зыражении элементы а, $, с можно заменить соответственно Ha 0, с, а и новое 
выражение будет равно старому. Отсюда следует ассоциативность сложения. 

(3) Минимальный элемент О является еднничным (нулевым) элементом по 
сложению. В самом деле, 

а -|- О= (аПоО’) | (а’ По) = (anh UO=a. 

(4) Существование обратного элемента по сложению 

а--а = (a+-a’)U(a’ - а) = О00= 0. 

(5) Законы ассоциативности и тождественности для умножения совпадают 
< законами ассоциативностн и тождественности для операции [). 

(6) Максимальный элемент / является единичным элемеитом по умиоже- 
нию. А именно 

а-1 = аП/1= а-= Па== ла. 

(7) Закон дистрибутивности. Из (6.22) и коммутативности операции [| до- 
статочно проверить справедливость лишь одного из соотношений этого закона: 

а+ (6 -- с) =апП : Г | 

(a-b) +- (a-c) = (CAN DN (aNo’)UCaN4)’N -* 2); 

=( af b)N(a’ Uc’) U(a@’ Ub) N (aN); 
= (anofa’)U(anbone’) Ц (а’ Пап 2) 0(6'’Папо. 

Преобразуя эти соотношения с помощью законов дополнения и коммутатив- 
ности, получим (аП6Пс’))(аП6’Пс). Это завершает доказательство закона ди- 
стрибутивности. 

Так как в булевой алгебре сложение и умножение ассоциативны, то скоб- 
KH обычно опускаются. 
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Задача 6.19. Пусть А, ВеЕр(И). Покажите, что соотношения 
1) AUB=A@B@ (ANB) u 2) AC=UBA следуют непосредственно 
из определения кольцевой суммы множеств. 

В некотором смысле следующее утверждение обратно по отно- 
шению к упражнению 6.9. 

Упражнение 6.10. В множестве М, которое является бу- 
левым кольцом относительно сложения «--» и умножения «-», оп- 
ределим бинарные операции 0, П следующим образом. Для произ- 
вольных элемеитов а, Б=М положим 

ayb=a+6- (а-6); (6.24) 

af\b=a-b. (6.25) 

Тогда М является булевой алгеброй относительно операций Ц и П. 

Доказательство. (1) Закои ассоциативности. В силу закоиов дистрибутив- 
ности и коммутативности булева кольца имеем 

ab) Ue= (a+ b+ (a-b)) + с (а-- 6+ (@-5))-с; 
(ab) Uc=a+6b+c+ (a-6) + (6-c)+(c-a)+ (a-6-c). 
Аналогично можно показать, что выражение а|)(8\)с) также равно правой ча- 
сти последнего равенства. Закон ассоциативности относительно операции f} 
является прямым следствием закона ассоциативности по умножению. 

(2) Закони коммутативности следует непосредствеино из коммутативности 
сложения и упражнения 6.8. 

(3) Закон поглощения. Из законов дистрибутивности, тождественности по 
умножению булева кольца и упражнения 6.8 следует, что 

(aUb) a= ((a-+ 6) + (a-b))-a= (a-a) + (b-a) + (a-b-a); 
(aU4)\a = a+ (a-b) + (a-b) =a. 
Аналогичные операции можно проделать с выражением (af\b)Ua. (Ilposeppte 
это.) 

(1) Закои дистрибутивиости. В силу упражнения 6.3 достаточно проверить 
выполнение лишь одного из соотношений этого закона. Имеем 

af] (bUc) = а-(6 с + (b-c)) = (а-) + (а-с) + (а--с) = (а-6) + (а-6) + 
-+- (а.6-а-с) = (аП 6) (аПс). 

(5) Закон дополнения. Для единичных элементов 1, О соответственно по 
умножению и сложению выполияются следующие соотношения: 

(а) а П1=а-1 =а, а] 0=а-0=0 (см. формулу (1.30)); 

(6) ап (1-- а) =а-(-а) =а-| (а-а) = а-- а=0; 

а (1 - а) = а-- 1--а-{ (а-(1 - а) =1-а--а-+0=1. 
Таким образом, считая | максимальным элементом, а 0 — минимальиым, 

мы приходим к закону дополнения (см. замечания к закону дополнения в 
$ 6.1). При этом элемеит а’, дополнительный к а, определяется равенством 

а’ = 1-ра. (626) 

6.4. Представления булевых алгебр [10, 13] 

В $ 6.1 —6.3 было показано, что если совокупность всех под- 
множеств р(И) непустого множества И обладает некоторыми 
свойствами, то теми же свойствами обладает и произвольная 
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булева алгебра. Далее покажем, что в некотором смысле верно 
и обратное утверждение. 

Предположим, что в множестве /1 определены бинарные аи, 
92, -.., Чт И унарные Вл, В, ... ‚ В операцин, а в множестве М’ оп- 
ределены бинарныс @’;, а’, ..., @а’т, и унарные операции В’ь, В», -.. 
...,. В1- Если существуст взаимно однозначное отображение р мно- 
жества М на М” такое, что для произвольных элементов а, вЕМ 
выполняются соотношения 

р (аа; 6) =р (а) а’; р (6), 1<1=<т; 
© (В; а) =В': р (а), 1515 
то алгебраические системы А= (М, аи, а, ..., ат, В, В», ..., в) и 
А’ = (М’, а, а’, ..., Ч’, В’, В’, ...,В1) называются изоморфными, 
это обозначается А=Д”. При этом р называется изоморфизмом. 
Предположим, что имеются две изоморфные алгебраические сис- 
темы и, например, что бинарная операция а; удовлетворяет зако- 
ну коммутативности. Пусть р’— обратное к р отображение H a’, 
$’ — произвольные элементы из М’. Положим а=о’ (а”), b=p'(b’). 

Torga a’=p(a), b’=p(b), a’a’ib’=p (a) a’ip (b) =p (aaib) =p (baia) = 
= (В) а’ю (а) =ЬВ’а’:а’, т. е. для а’; также выполияется закон ком- 
MYTATIIBHOCTH. 

Задача 6.20. Проверьте выполнение соответствующих утверж- 
дений для законов ассоцнативности, поглощения и дистрибутивно- 
CTH. 

Задача 6.21. Пусть (М№М,, Ц, П) = (М. 9, П) и р: — изоморфное 
отображение М; на М2. Покажите, что если М, удовлетворяет за- 
кону дополнения, то при отображении р! максимальный (мини- 
мальный) элемент переходит соответственно в максимальный (ми- 
нимальный) элемент н для произвольного аеЕЛМ! элемент р! (а”1) 
является дополнительным к элементу р, (а,) (где ат является до- 
полнительным элементом к а!;). 

Указание. Все этн утверждения можно получить непосредственно из опре- 

делении. 

Как следует из сказанного, соотпошение (М,, Ц, П) = (МЬ, Ц, П) 
означает, что при изоморфном отображении решетка (булева ал- 
гебра) переходит в решетку (булеву алгебру). Таким образом, при 
наличии изоморфизма элементы некоторой алгебраической систе- 
мы всегда можно заменить их образами при изоморфном ото- 
Ображении (последине можно рассматривать как представления 
элементов исходной алгебранческой системы). С точностью до обо- 
значения операций и элементов изоморфные алгебраические сис- 
темы полностью идентичны. 

Задача 6.22. Покажите, что отношение изоморфизма «=» 
удовлетворяет закопам рефлексивности, симметричности н транзн- 
тивности (см. $ 1.4), а следовательно, является отношением экви- 
валентностн. 

Задача 6.23. Если два конечных множества И и 0” состоят 
из одного и того же числа элементов, то лобое взаимно однознач- 
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ное отображение между ними является изоморфизмом относитель- 
но операций объединения, пересечения и дополнения множеств. 
Следовательно, булевы алгебры р(И) и р(И’”) изоморфны. 

Справедливость всех утверждений непосредственно следует из определений. 

Если существует взаимно однозначное отображение р упорядо- 
ченного множества М на упорядоченное множество М” (отноше- 
ния порядка в них обозначаются через — и =’ соответственно) 
и для произвольных элементов а, O&M выполняется соотношение 
axb@o(A) <’p(B), то упорядоченные множества М и М’ назы- 
ваются изоморфными. 

Задача 6.24. Предположим, что в множествах М, M’ onpe- 
делены соответственно отношения Ю, Ю’и существует взаимно од- 
нозначное отображение р множества М на М’ такое, что для про- 
извольных элементов а, БЕМ имеет место соотношение аЮр® 
= о(а) В’р (6). Если Ю является отношением порядка, то: 

1) Ю’ также является отношением порядка (отношения Ю, Ю” 
обозначаются далее знаком >); 

2) если для элементов а, В из М существует зир{а, 5} (шКЦа, 

5}), то р(зир(а, 5}) =зир{р(а), (Б)}, (в(пКа, 5}) =шо(а), 
р(5)}); 

3) если множество М является решеткой (булевой алгеброй} 
относительно М”, то это же верно и для множества М”. 

Решение следует иепосредственно из определений. 

Задача 6.25. (Обобщение правила Де Моргана). Пусть (М, 
|, П, ”) — булева алгебра. Для произвольного элемента аеМ по- 
ложим р(а) =а”. При этом р является изоморфизмом (М, Ц, П, ’) 
на (М, П, (0, ’). Следовательно, если в булевой алгебре верно не- 
которое утверждение, то в ней верно также 4 — двойственное ут- 
верждение*, которое получается при замене каждого элемента до- 
полнительным, отношения = противоположным отношением >, 
и Уна П. 

Решение. Из правила Де Моргана и равенства о(а’) =а== (0(а))” (задача 
6.4) следует справедливость первой половины доказываемого утверждения. Вто- 
рая половина утверждення следует из первой и соотношения а< <> (5) <о (а) 

(задача 6.16). 

В этом разделе для простоты ограничнмся изучением булевых 
алгебр, состоящих из конечного числа элементов, т. е. конечных 
булевых алгебр. Пусть М — конечная булева алгебра с отноше- 
нием порядка =, задаваемым соотношением (6.5). Предельный 
минимальный элемент множества М — {0}, которое получается 
из М удалением минимального элемента О, называется пределе- 
ным минимальным элементом конечной алгебры М. Если Мэ= 
= {0}, то, согласно упражнению 6.4, существует, по крайней ме- 

ре, один предельный минимальный элемент. Обозначим через Иж 

* Например, 4-двойственным утверждением для аПб<а будет a’<a’Ub’. 
Двойствениым утверждеиием в данном случае является а=а|)б. 
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совокупность всех предельных минимальных элементов булевой 
алгебры М. Непосредственно из определения следует, что пеобхо- 
димым и достаточным условием выполнения включения аеЕОт 
является следующее: 

если < а, то Б=0, т.е. О|< а. (6.27) 

Упражнение 6.11. Если аз и а2— различные предельные 
минимальные элементы, то аПа›=оО. 

Решение. В силу (6.6) аПа<а,. Если аПаг==аь то из (6.10) имеем а, < 
«а2. Поскольку а,5-а» то а. <а2, ио это противоречит тому, что а, а2 — пре- 
дельные минимальные элементы. Следовательно, а[]а2<а,. Поскольку а, явля- 

ется предельным минимальным элементом, то аПаг=о0. 

Winn A= (ay, ао,..., а} еИ» определим и(А) следующим об- 
разом: и(А) =а:Ца20... Ча; условимся, что u(@)=O. V3 onpene- 
ления следует, что 

и (А) =0еА= в. (6.28) 
Для произвольных множеств А, ВеЕр(Ит) имеем: 

и(А) Ци(В) =и(А—(АПВ)) ИЖАП В) Ци (В—(АПВ)) Ци(АПВ)= 
=u (A—(ANB)) Ux (ANB) Uu(B—(ANB))= 
=u(AUB). (6.29) 

Ecnu ACB, to u3 pasenctsa u(A)Uu(B)=u(B) u uz (6.5) по- 
лучаем 

и (А) <и(В). (6.30) 
Если А = {а1, а», ..., а}, В={Бь В», .... 6} и АПВ= @,то, приме- 

няя последовательно дистрибутивный закон к полученному соотно- 
шению, а кроме того, пользуясь упражнением 6.11, легко прове- 
рить, что 

и (А) Пи (В) = (а Ца-Ц... Ua) N(,U6.U ... U5) = 

= (0; 1) 5,) U (4,82) UU... U (a, .5,;) =0. (6.31) 
Из (6.31) следует, что для произвольных множеств Д, Ве 

ep (Um) 
u (A) (}u (B) =u(A)N (u(B—(AN B)) U4 (AN B))= 

=(u (A) Nu (B—(ANB))) U(u(A) Ne(ANB)) =4(A)Nu(ANB). (6.32) 
Из (6.30) и (6.10) 

и (А) Пи(В) =и(АПВ). (6.33) 

Предположим, что А5=В. Без ограничения общностн можно счи- 
тать, что а=А— В, а О». В силу (6.33) 

и ({а}) Пи (А) = и ({а}) =а=20; 
и ({а}) Пи(В) =и(9)=0. 
Отсюда следует, что 

A# Be u(A) £u(B), (6.34) 
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т. е. и является вложением P(U,,) в М". Покажем, что и являет- 
ся взаимно однозначным отображением. 

Для произвольного элемента аеМ обозначим через ф(а) со- 
вокупность всех элементов из От, которые меньше а. А нменно 

Ф (а) = ГО, a] NU n. (6.35) 
Если а5=0О, то [О, а] — {0} непусто, н, согласно упражнению 
6.4, в миожестве [О, а] — {О} существует предельный минималь- 
ный элемент а!. Поскольку О [( а, <а, то из (6.27) и (6.35) име- 
ем а.=ф(а). По определению, (О) =@, а следовательно, 

Ф (2) = Ю>а=0. (6.36) 

Если, кроме того, а=Ь, то 

Ф(а)<-$ (6). (6.37) 
Положим ф(а) = {а1, а», ..., а}. Поскольку а:<а (1<1ж1), то 
из (6.7) следует, что аа2=а при п>—2 и (а\а2)Чаз<а при п> 
—3. Аналогично можно показать, что 

#1 (ф(а)) =а, Ца’... Ца, < а. (6.38) 

Упражнение 6.12. Для произвольного элемента а=М 

и (Ф (а)) = а. (6.39) 

Решеиие. Имеем и(ф(О))=и(Ф)=0. Пусть а5-О и с=и(ф(а)). Согласио 
(6.38), се[О, а]. Пусть 4 — дополиительный элемент в [0, al к элементу с. 
Тогда с/4=а; сПа=оО. Из (6.37) и (6.30) получаем, что и(ф(а)) <и(ф(а)) =с. 
В силу (6.38) и(х(а))=<а. Из (6.8) вытекает, что и(ф(а)) <=сП4=о0. Следова- 
тельно, и(ф(4)) =0. Из (6.28) и (6.36) имеем 4=0, т. е. с—=а. 

Согласно (6.39), отображение и является сюръекцией, а сле- 
довательно, и задает взаимно однозначное соответствие между 
p(Um) и М (инс -— взаимно обратные отображения). Кроме то- 
го, по определению, 

o()=Up, (6.40) 
так что 

=u (Up). (6.41) 
Для произвольного АеЕр(И,) из (6.29), (6.31) и (6.41) следует, 
что 

u (A) Yu (A) =u (Um) =I; 
u (A) f)u (A) =O, 
а поэтому 

и (А)’=и(А®). (6.42) 

* Отображение р множества А в В называется вложением, если р(а,)=- 
5Ер(а2) для произвольных элементов а», @2еМ, а,э-а.. Отображение р называ- 
стся сюръекцией, если для пронзвольного bE&B найдется элемент аеА такой, 
что р(а) =$. 
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з (6.29), (6.33) и (6.42) следует, что и является изоморфиз- 
мом*. Суммируя ‘изложенное, получаем следующую теорему 
(вместо обозначений Ош и и далее в формулировке используют- 
ся соответственно И иф). 

Теорема 6.1. Пусть М — произвольная конечная булева алгеб- 
ра. Алгебра М изоморфна множеству р(И) всех подмножеств не- 
которого множества (. А именно существует взаимно однозначное 
отображение р множества р(И). На М такое, что для произволь- 
ных элементов А, Вер(И) 

р(АЦВ) =р (А) Пр (В); 
p (AN B)=p(A) Np (B); 

р (44°) =р(А)’; 

ACB © p (A) <p (B). 

Из этой теоремы и задачи 6.23 получаем следующее утвержде- 
ние. 

Следствие из теоремы 6.1. Две конечные булевы алгебры, име- 
ющие одинаковое число элементов, изоморфны. Число элементов 
булевой алгебры является некоторой степенью числа 2. 

Доказательство. Вторая половииа утверждения является следствием ра- 
венства |р(И)|=21%1. 

Таким образом, при изучении конечных булевых алгебр вмес- 
то вывода тех или иных суждений на основанин системы аксиом 
можно пользоваться множеством р(И), допускающим более кон- 
кретную интерпретацию, и рассматривать утверждения относи- 
тельно операций «Ц», «П» и «<», взяв в качестве последних опера- 
ции объединения, пересечения и дополнения множеств. Как по- 
казывает пример вывода правила де Моргана, такой подход час- 
то оказывается более удобным. 

В заключение заметим, что теорема 6.1 может быть обобщена 
также на бесконечные булевы алгебры [10]. 

Задачи [2,10] 

6.1. Для элементов а, 6, с решетки М справедливы следующие 
соотношения: а4(6Пс) = (aUb)N(aUc); aN (bUc) > (aNb)U(ane). 

6.2. Для дистрибутивных решеток выполняется следующий 
закон модулярности: а= с=а10 (6Пс) = (а06)Пс. 

6.3. Для дистрибутивных решеток выполняется следующее со- 
oTHOWeHHe: (AUb)N(bUc)N(cUa) = (aNb)U(bNe)U (cha). 

6.4. Найдите диаграмму Хассе булевой алгебры, число элемен- 
тов которой равно 2%. 

* Справедливость соотношения (6.41) и (6.42) следует также из задачи 
(6.21). 
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Глава 7 

Булевы функции 

1.1. Определение [12,13] 

Пусть У, — множество, состоящее из двух элемеитов, 0 и 1; 
у, = {0, 1}. Здесь символы 0 и 1 обозначают два абстрактных 
элемента (величины, объекта). В зависимости от конкретной си- 
туации это могут быть, например, целые числа 0 и 1, обозначе- 
ния ложности или истинности высказывания, положительное и от- 
рицательиое напряжение на выходе канала связн, замкнутые и 
разомкнутые контакты выключателя и т. д. Часто оказывается 
удобным считать У, либо булевой алгеброй, состоящей из двух 
элементов (& 6.1), либо конечным полем 22 ($ 1.5). Пусть п— 
целое положительное число и И, — П-кратное прямое произведе- 
ние множества У, на себя. Другими словамн, У„ — это совокуп- 
ность всех последовательностей из п компонент, каждая из кото- 
рых может быть либо символом 0, либо символом 1: 

У, = {(а1, аь,..., аа, 1<#Ж<п}. 
Число элементов |И„| множества И, равно 27. В тех случа- 

ях, когда это не приводит к путанице, вместо записи (1, 1, 0, 0) 
будем пользоваться более простой записью (1100). С помощью 
элементов У„ можно обозначать, например, совокупность физиче- 
ских состояний, в которых могут находиться п входов (выходов) 
цифрового канала связн, содержимое п-разрядного двоичного ре- 
гистра ит. д. 

Остановимся на методах конкретного представления элемен- 
тов множества Ул. 

(1) Представление с помощью целых чисел. Если символы 0 и 
1 компонент последовательности А= (@1, ао, ...,а,) из У, рас- 
сматривать как целые числа 0 и |, то последовательности А мож- 
но сопоставить целое число 

п 

J(A)= >> a; 20s, 
j=l 

Это соответствие между И, и множеством [„, состоящим из це- 
лых чисел от 0 до 2" — 1 включительно, является взаимно одно- 
значным. В самом деле, целое число {==/‚ можно представить в 
двоичном виде с помощью п разрядов. Если снмволы 0 и 1 тако- 
го двончного представления записывать в виде последовательно- 
сти (а1, а2, ..., а»), начиная со старших разрядов, то эту последо- 
вательность можно рассматривать как элемент множества Vp. 
Для упрощения обозначений вместо последовательности (напри- 
мер, 1, 1, 0, 1) часто пишут соответствующее ей целое число 
(«13»). 
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(2) Геометрическое описание. Рассмотрим п-мерный едннич- 
ный куб. Последовательность (а1, ао, ...,а,) можно рассматрни- 
вать как представление вершины этого куба, 1-я координата ко- 
торой равна а; (символы 0 и 1 при этом следует рассматривать 
как действительные числа). На рис. 7.1 приведено представление 
множества Уз в виде вершин единичного 
куба. В этом смысле последовательности 
(Q1, Qo, ..., An) называются двоичными век- 
торами. Однако они ие являются векторами 014) 
в полном обычном смысле слова, поскольку (10,1) a 

над ними нельзя выполнять стандартные 
операции. 

Расстоянием Хэмминга между двумя 
элементами (1,0) 

(10,0) 
А = (а, а,,.... а.) и В, 6.,..., 6) 

из ИУ, называется число nap (aj, bi) та- (11,0) 
ких, что а:7Ь: (см. $ 2.2). Это расстоя- рис, 7.1. Представление 
ние обозначается через А(А, В). В част- И, с помощью едннично- 
ности, если (А, В) =1, то элементы А и го куба 
В называются соседними. При геометрн- 
ческом описании вершины, соответствующие соседним элемен- 
там, соединяются ребром. Расстояние Хэмминга d(A, B) o6- 
ладает теми же свойствами, что и евклндово расстояние, и если 
«идти» из одной вершины в другую вдоль ребер, то оно будет 
равио минимальному числу ребер в таком пути. Так, в кубе, по- 
казаином па рис. 7.1], имеется два кратчайших пути из вершины 
(1, 0, 0) в вершину (1, 1, 1): либо через вершину (1, 0, 1), либо 
через (1, 1, 0). Однако в обоих случаях число пройденных ре- 
бер, т. е. расстояние Хэмминга, будет равно 2. Число равных | 
компонент вектора А= (@1, а2, ..., а.) Е\У,„ называется его весом 
и обозначается через & (А). Например, вес вектора (1, 0, 1, 1) ра- 
вен 3. Если 0 (соответственно 1) — это элемент (вектор) из Ив, 
все компоненты которого равны 0 (соответственно 1), то вес эле- 
мепта А из У» будет равен Аа(А, 0) =п"п— а (А, 1). 

Определения высказывания и булевой функции. Отображение 
4 непустого множества М в У, называется высказыванием (на 
М). Если g тождественно равно 1 на М, то 4 называется истин- 
ным высказыванием; если 4 тождественно равно 0 на М, то 9 — 
ложное высказывание. 

Отображение 4 множества У» в У; называется булевой финк- 
цией от п переменных (или функцией алгебры логики). Множест- 
во всех булевых функций от п переменных обозначается через 
,„; множество всех булевых функций обозначим просто через 8. 
Переменные, принимающие значения в Уь, будем называть буле- 
выми (логическими или двоичными) переменными и обозначать: 
через х, хи, хо, ...; Ц, Иь 12, ...; ©, 2ь 22,.... Группы переменных, 
такие, как, например, Х= (хи, хо, ...,Хи) будем обозначать через 
Хх. Хь, Х., ...; через У, У,, У0, ...; через 7, 7, 4», .... 

(201) 
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Пусть {=9„; положим 

Do (i) = {Alf (A)=0, AEV,}; (7.1) 
D, (fy= {Alf (A)=1, AEV,}. (7.2) 
Так как До(р =У,—2. (р), то по каждому из этих множеств вто- 
рое определяется автоматически. Сопоставляя функции { множе- 
ство О,({), получаем отображение „ в множество р(У,„) всех 
подмножеств Ув. 

Упражнение 7.1. Отображение Д, является взаимно одно- 

значным, и || ==22”. 
Решение. Если |5, то О, (7-0, (ЁР). Для произвольного подмножества 

\ множества ИУ„ существует функция {== такая, что О, (1) =. Поэтому ВБ; 
задает взаимно однозначное соответствие между Я, и р(У»), так что || = 

V n 

(Ия 22”. 
Обозначения постоянных функций (констант). Функции из 

Я, принимающие одно и то же значение (0 или 1) во всей об- 
ластн определения У„, можно однозначно идентифицировать с 
помощью элементов 0 или 1 из У,. Поэтому далее эти функции 
обозначаются просто символами 0 и 1. При этом ВБ, (0) =Ф$, 
О: (1) = Г). 

Не всюду определенные булевы функции. Отображение непусто- 
го подмножества множества "„ ( может совпадать с У„) в 
У, называется частичной булевой функцией от п переменных; 
множества W u У, — И называются соответственно областью оп- 
ределения и областью неопределенности этой функции. Множе- 
ство всех частичных булевых функций будем обозначать через 
9’. Ясно, что < 9Я’,, 89. 

Для функцни {ЕЯ также можно определить множества 
По (Г) и О: (Г) с помощью соотношений (7.1) и (7.2). Область не- 
определенности функции | обозначается далее также через 
Ра (Г). Для перечисления элементов множеств Do(f), Di(f), Dua(f) 
часто вместо записи последовательностей из У» используются их 
представления с помощью целых чисел. 

Задача 7.1. |’. |==32"—1. 

Решение. Имсются три возможности задать частичную булеву функцию 
на элементе А из ИУ»: выбрать ее значение равным 0, равным 1 или не ®пре- 
делять. Различным таким выборам соответствуют различные функции и на- 
оборот. Следует, однако, исключить случай, когда функция не определена на 
никаком элементе. Таким образом, общее число возможных способов задания 

$ > 21 частичной логической функции от л переменных равно 3” —1. 

Булевы функции (в том числе частичные) являются матема- 
тическими объектами, которые описывают преобразования вход- 
ных сигналов в выходные, реализуемые схемами из функциональ- 
ных элементов, описанными в 6 8.1. 

Отношение порядка. Введем между элементами 0 и 1 из У, 
огношение порядка, полагая 

0<] (7.3) 
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(т. е. рассмотрим булеву алгебру, состоящую из двух элементов 
множества У, (см. задачу 7.7)). С помощью этого отношения 
можно ввести отношение порядка между элементами А= (аи, 
а2, ...,@п) и B=(b,, Бо, ...,Б,) из У», полагая АВ, если а;Ь,, 
1<—1=< п. Если при этом А-В, то будем использовать запись 
А<В. Например, (0, 0, 1) < (0, 1, 1) < (1,1,1). Если А<В и с0- 
отношение А«Х-< В не выполняется ни для одного элемента Хе 
=», то будем писать А|]<‹ В. Введенное отношение является реф- 
лекспвным, антисимметричным и транзитивным ($ 1.1 и 6.2) и, 
следовательно, является отношением порядка. 

Задача 7.2 (а, @2, ... , а") [< (61, 62, ...,Б.) < (существует це- 
лое число 1 (1<:=<п) такое, что а;=0, b;=1, aj=b; (ji). 

Решение. Утверждение непосредственно следует из определений. 

Задачи и упражнения, связанные с материалом гл. 6, помече- 
ны здесь знаком ’. 

Задача 7.3’. Множество У„ является упорядоченным с отно- 
шением порядка «<», и как упорядоченное множество изоморф- 
но множеству р(И) всех подмножеств множества И из п элемен- 
OL Следовательно, У„ является булевой алгеброй, изоморфной 
P(U). 

Решение. Положим И=(1, 2, ..., п}. Определим следующим образом отобра- 
жение р множества И, на р(И). Для произвольного элемента А= (а, @2 ... 
... @п) ПОЛОЖИМ 

© (2) = {Па =1,1<2:<п}. 

Отображение р является взаимно однозначным. Далее, для произвольных А< 
=В, р(А) ср(В). Следовательно, отношение < также является отношением по- 
рядка, и И„=р(И). Согласно решению задачи 6.24, У„ является булевой ал- 
геброй. 

Задача 17.4. Представим У» в виде п-мерного единичного ку- 
ба и будем рассматривать вершины и ребра куба как вершины и 
ребра графа. Тогда этот граф будет представлять собой диаграм- 
му Хассе упорядоченного множества (в которой мы пренебрегаем 
орнентацией ребер). 

Отношение порядка между функциями. Пусть |, ве ,. Если 
для всех элементов (@1, а›2, ..., а") Е\У»„, таких, что | (a1, Ao, ... 
.... ат) =1, выполняется также равенство &(а1, а2, ..., ав) =1, то 
булем считать, что |< 5. Если, кроме того, [52=5, то используется 
также запись [< &. Запись {< означает, что соотношение fxg 
не выполняется. Непосредственно из определений следует, что 

Ге КА) =(А)для всех А; (7.4) 
Г <#е 2, (р =Б, (8). (7.5) 

Упражнение 7.2. Отношение —< в множестве &„ является 
отношением порядка; Bn vu p(V») как упорядоченные множества 
изоморфны. Таким образом, ,„ с введенным отношением поряд- 
ка образует булеву алгебру, изоморфную р(У,„). Константе" 0 и 
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] являются соответственцо минимальным и максимальным эле- 

ментами я. 

Решение. Из упражнення 7.1 следует, что О, — взаимно однозначное ото- 
бражение Я, на р(У„) и отношение включения < в р(И} — отношение по- 
рядка. Отсюда, из соотношения (7.5) и задачи 6.24 следует, что %»„ образуют 
булеву алгебру. 

Задача 7.5. Если |< или в<| тори $ называются срав- 
нимыми. Пусть [Е и |0, (Г) | =1. Тогда общее число функций в 

Я, сравнимых с р, равно 21-22" ]. 

Решение. Общее число функций в %„ таких, что |<, согласно упражне- 
нию 7.2, равно числу подмножеств множества И„, содержащих 2, ({). Это чис- 

2n_ 
ло, в свою очередь, равно 4HCTy NMOoAMHOMeCTB B V,z—D,(f), T. e. 2 '. Ана- 

логично число функций в »„ таких, что в <}, равно 20:(Р1 =2. Наконец, заме- 
тим, что если 2<|<6, то в силу закона антисимметричности g=}. 

Определение монотонной функции. Пусть [(ж, Хо, ..., хп) Е, 
: — целое число (1<1Ж<п) и а — элемент из У. Функцию [(хь, 
Хо, ....Хьь @, Xit1,--.,Xn) OT n—I1 переменных будем обозначать 
через [»; =а- Если 1<1<Ж< ... <Ь=п, аЕУ, (1 ]<г) и в 

функцию |[(хь, хо, -.., Л) ЕЯ, подставить X7,=Q), Xi, = Ae, ... 
... Х,=а,, то получится функция от п-—г переменных, которую 

мы будем обозначать через [1 а, xig=a,,....xi-=a;- 
Если 

ко Sfx =1, (7.6) 

то переменную х; с номером Е фуикции { называем положитель- 
ной; если же |; ==, =о, ТО эту переменную называют отрица- 

тельной. Когда переменная одновременно является и положитель- 
ной и отрицательной, то |. ==]; =! и значение функции | не за- 

висит от х;. Функция, все переменные которой являются положи- 
тельными, называется положительной или монотонной функцией. 
Если все переменные функции отрицательные, функция называ- 
ется отрицательной. Если каждая переменная некоторой функции 
является либо положительной, либо отрицательной, то такая 
функция называется смешанной монотонной функцией. 

Задача 7.6. Функция [=Я„ является монотонной тогда и 
только тогда, когда [(А) КВ) для произвольных элементов A, 
В из У» таких, что АВ. 

Решение. Необходимость. Существуют такие элементы АДь, А», .., Аш, что 
АКА. {4 |<... (Аж [К В (упражнение 6.4) *. Из задачи 7.2 и определения 
7.6 получаем 

f (A) < f (Ai) <...< f (Am) < f (B)- 
Достаточность очевидна из определений. 

* Это можио доказать иепосредственнио с помощью определений, ие поль- 
зуясь упражнением 6.4. 
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7.2. Операции [12,13] 

Введем в У! операцин, полагая для произвольных элементов а, 

р из Vi: 

1) a\/b=max {a, b}; (7.7) 

2) a-b=min {a, 6}; (7.8) 

3) O@0=0, 1G@0=0G1=1, 161=0; (7.9) 

4) 0=1, 1=0, (7.10) 
rye max{a, b} u min{a, b} — coorBeTcTBeHHO MaKCHMaJIbHbI HW MH- 
нимальный в смысле отношения (7.3) элементы в паре а, 6. 

Элемент а\Ь называется логической или булевой суммой эле- 
ментов а и В, элемент а-Б — логическим или булевым произведе- 
нием (или просто произведением)*, а ФЬ — исключающим или или 
суммой по модулю 2, а — отрицанием а. 

Задача 7.7’. Четверка (У!, У, -, ’) изоморфна булевой алгеб- 
ре ({0О, Г}, Ц, 0, ‘), состоящей из двух элементов. Для произволь- 
ных элементов $, [, и, о из У; справедливы две группы соотноше- 
ний, приведенные соответственно в табл. 7.1 и 7.2, а также закон 
двойственности. 

Указание. Первая часть задачи решается с помощью определений (7.7), 
(7.8) и (7.10). Вторая часть следует из аксиомы и свойств булевой алгебры, 
а также определения (7.3). 

Задача 7.8. Система (У, Ф, -), где @ — сложение, а «-» — 
умножение, изоморфна полю 02 (см. $ 1.5). Для  произвользых 
элементов $, [, и из ИУ, справедлива группа соотношений Ш (табл. 
7.3). 

Таблица 7.1 

  

  

    

Формула Соотношение } 

(1.1) Закон тождественностн 5\/5=5$, 5-5=5 
(1.2) Закон ассоциативности (sVt)Vu=sV (tV x), 

(S-f)-u=S- (f-u) 
(1.3) 3akoH KOMMyTaTHBIIOCTH sVt=t\V/s, s-t=t-s 
(1.4) Закон поглощения (s\V/t)-s=s, (s-t)Vs=s 
(1.5) Sakon дистрибутивности s-(f\/u) = (s-f) V(s-u), 

s\/ (t-u) = (sV2) + (sVu) 
(1.6) sVil=l, s-l=s 
(1.7) Закони дополнения sV0=s, s-0=0 
(1.8) sVs=l, s-s=0 
(2.1) Правило де Моргана $\/Ё=5-ЁЬ s-t=s\7 
(2.2) (5) =$ 
(2.3) Если $\/Ё=5\/и и $-Ё=5$-и, то [=и 

* Часто а\/Ь называют дизъюнкцией, а а-Б — конъюнкцией элементов а и 
ь. (Прим. ред.) 
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Таблица 7.2 Таблица 7.3 

  
a 

  
  

  
  

    

Формула Соотношение И Формула Соотношение 1 

{3.1) 0<5<1 (4) $@Е== (5-0 М (5-1) 
(3.2) $«5\/Ь 5-15 (5.1) s—10s 

(3.3) s<lt @ 52>! (5.2) sVt= s@ig(s-h) 

(3.4) s<legs\t=tess-t=s (61) Ассоциатив- | ($Ф0Фи = 5ФафФи) 

(3.5) s<t@esVit= les-t=0 ность —_ ел 
(3.6) Если $<Ё и и<о 10 (6.2) Коммутатив $ == 

УИ н 511 (63) Дистрибу-  |5-(#Фи) = (5-0 5-4) 
тивность 

Указание. Согласно определе- (6.4) Существова- | 55 =0 
ниям (7.8) и (7.9), операции @ и: HHe обратно- 
являются сложепнем и умноженн- ro по сло- 
ем по модулю 9. Отсюда следует жению @ 
первое утверждение задачн. Так элемента 
как в 72 выполняется закон тож- (6.5) Существова- | 500==$ 
дественности, то рассматрнваемая пие нулево- 
тройка является булевой алгеброй. го элемента 
Из задачи 7.7 и $ 6.3 следует груп- 
па соотношений 11. 

Задача 7.9. Пользуясь непосредственно определениями 
(7.3), (7.7) —(7.10), покажите, что для произвольных элементов 
5 и, о из У, выполняются все три группы соотношений, I, П 
и Ш. 

Указание. Ассоциативиость, коммутативность, закон поглощения и дистри- 
бутивность вытекают соответственно из следующих равенств: 

тах {тах {$, #}, и} = max {s, f, u} = max {s, max {f, u}} ; max {s, tf} = 

= max {f, s}; min {max {s, f}, s} = Ss, min {s, max {/, и}} = 

== max {min {s, f}, min {s, u}}- 

Аналогично можно показать справедливость закона дополне- 
ния. При доказательстве первого соотношения правила Де Мор- 
гана без ограничения общности можно предположить, что S<ct. 
При этом из (7.3) и (7.10) будет следовать, что = 5, т. е. обе ча- 
сти доказываемого соотношения равны Ё. Для доказательства 
утверждения (2.3) следует отдельно рассмотреть случаи $=0 и 1. 
Столь же легко из определений вытекает справедливость соотно- 
шений группы П. Соотнощения (6.1) — (6.5) вытекают из того, что 
операции @ и - являются соответственно сложением и умножением 
по модулю 2. Для доказательства (5.1), (5.2) и (4) следует от- 
дельно рассмотреть случаи $=0 и [| и воспользоваться уже дока- 
занными ранее соотношениями. Если получена левая формула, то 
правая формула может быть получена, если поменять местами 
max H min, On 1. 

Различные авторы используют различные обозначения: так 
вместо \М используются -, Ц; вместо «-» — Л, П; вместо a—a’, 
‘а, — а. 
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Связь с исчислением высказываний. Предложения, для кото- 
рых имеет смысл говорить об их истинности или ложности, назы- 
ваются высказываниями. Мы будем игнорировать существо выска- 
зывання и интересоваться лишь его истинностью или ложностью. 
При этом истинное значение будем обозначать символом 1, а лож- 
ное — символом 0. Если Ри @ — высказывания, то из них можно 
построить следующие сложные высказывания. 

1) <Не Р» (истинно, когда Р ложно, и ложно, когда Р истинно; 
обозначается через БР). 

2) «Р или ©» (истинно, когда истинно хотя бы одно из выска- 
зываний Р или ©, ложно в остальных случаях; обозначается через 
PVQ). 

3) «Ри ©» (истинно, только когда истинны оба высказывания 
Ри О; обозначается через Р.О). 

4) «Несовпадение Ри @» (истинно, когда одно из высказыва- 
ний истинно, а другое ложно, ложно в остальных случаях). 

5) «Если Р, то @» (при истинном Р ложно, если ложно О, в 
остальных случаях истинно; обозначается через Р—0 *). 

6) «Р и @ равны» (истинно тогда и только тогда, когда Ри 
() оба либо истинны, либо ложны; обозначается через Р=0). 

7) «Ри (Ц одновременно неверны» (ложно, когда оба высказы- 
вания истинны, истинно в остальных случаях; обозначается через 
Р|О и называется функцией или штрихом Шеффера). Если хи у 
рассматривать как логические переменные, показывающие истин- 
ность и ложность высказываний Р, (О, то истинность и ложность 
введенных ранее сложных высказываний будут описываться со- 
ответственно следующими соотношениями: 1) x; 2) xVy; 3) x-y; 

4) x ®y; 5) x-y; 6) x Py; 7) x-y. 
Задача 7.10. Проверьте справедливость последнего утверж- 

дення. 
Операции «—», «М», <-», «Ф» называются соответственно отри- 

цанием, логической суммой, логическим произведением, исключаю- 
щим ИЛИ, поскольку они связаны с описанными операциями в У. 
Иногда операции «—-», «\/», «-» удобно интерпретировать соот- 
ветственно как НЕ, ИЛИнй (cm. § 8.3). 

Введение операций над функциями из ,. Как следует из уп- 
ражнения 7.1, О; задает взаимно однозначное отображение By 
в множество всех подмножеств У. Для произвольных функций 
р, Z=—Bn определим операции «V», «-», «<—», «Ф», положив: 

1) h=fVzg, (7.11) 
где heoF, — cynKyus, ana Kotopoh D,(h) =D,(f)UDi(g); 

2) h=f-g, (7.12) 

где ЕЯ, — функция, для которой О, (1) =, ГПБ, (5); 

3) h=f, (7.13) 

  

+ РО называется импликацией, см. также примечание на стр. 117. (Прим. 
peo.) 
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где РЕ, — byukuus, ana xotopoli D, (h) =D, (f)°; 

4) h=f@gz, (7.14) 

где РЕЯ, — функция, для которой D,(h)=D,(f) @ Di (g). 
Вообще говоря, следовало бы использовать различные симво- 

лы для обозначения операций в У; и и, но поскольку смысл обо- 
значений обычно понятен из контекста, то далее для обозначения 
введенных операций используются те же символы, что и раньше. 
Нолучающиеся в рэзультате применения этих операций функции 
называются соответственно логической суммой, логическим про- 
изведением, отрицанием, исключающим ИЛИ и т. д. Значения 
функций [Vg, |[-5, р [Фё в точке АеУ» будем обозначать через 

[МЕ(А), [-&(А), КА), ГФё(А). 
пражнение 7.3. Для произвольных элементов АЕЙ\,, |. 

=, справедливы соотношения: 

1) FVg(A)=F(A) Vag (A); 

2) f-g(A)=f(A)-g (A); 

3) F(A)=f (A); 
4) f® g(A)=f(A) @ g(A) 

(символ \ и другие в JIeBOH uacTH O603HaNaIOT ONCPauHH B By; Te 
же символы в правой части обозначают операции в У,). 

Решение. Пользуясь определением (7.11), получаем: 

Ve (A= <> AED, (fV ge) = В, (БУВ, (8); 

INV g (A) = |< AeED, (f) um AED, (8) ; 

ГМЕ (А) =1<—[ (А) =1 или в (А) =1; 
Vg (A) = 1 < (А) е (А) =1 (воспользовались также (7.7)). 

Остальные соотношения доказываются аналогично. 

Задача 7.11’. Система (%, \, -, ’) является булевой алгеб- 
рой, изоморфной (р(\»), Ц, П, <)). Следовательно, для произволь- 
ных элементов $5, ft, и, 9, справедливы группы соотношений [Ги 
П закона двойственности. 

Указания. О, — взаимно однозначное отображение Wr на p(Vn). Отсюда, 
H3 соотношения (7.5) и определений (7.11)—(7.13) следует справедливость пер- 
вой части утверждения задачи. Из первой части и результатов предыдушей гла- 
вы следует вторая часть утверждения. 

Задача 7.12. Система (%„, Ф, -) является булевым кольцом, 
изоморфным (р(\„), Ф, П)), и для произвольных элементов $, Ё, 
ие, справедливы соотношения группы Ш. 

Указание. О, — взаимно одиозиачное отображение „ на p(Vn). Отсюда, 
из определений (7.12), (7.14) и задачи (6.18) следует справедливость первого 
утверждения задачи. Вторая часть утверждения является следствием задачи 

7.11 и результатов $ 6.3. 

Задача 7.13. Пользуясь непосредственно результатами упраж- 
нения 7.3 и задачи 7.9, проверьте, что для произвольных элемен- 
тов $, р, и, =, выполняются соотношения групп 1, Пи Ш. 
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Указание. Поскольку значение функции в каждой точке Ае\У„ удовлетво- 
ряет соотношениям групп 1, Пи ПП (задача 7.9), то для решения задачи мож- 
но воспользоваться соотношением (7.4) и результатами упражнения 7.3. 

Соглашения 06 обозначениях (порядок выполнения операций 
и исключение скобок). |) Так как операции \, -, Ф как в Уь, так 
и 9, ассоциативны, то вместо ($УЁ\Уи можно пользоваться за- 
писью 5МЕ\Уц, т. е. не писать скобки. 

2) Если при выполнении операций выполнять операцию «—» 
раньше \, -, Ф, а операцию «-» раньше \У и Ф, то исключение 
скобок, как правило, не будет приводить к путанице. 

3) Обычно мы будем опускать знак операции - и вместо S-t 
писать просто $71. 

Замечание. В тех случаях, когда применяется закон двойствен- 
ности, всегда должны учитываться соглашения (2) и (3) об ис- 
ключении скобок. 

Задача 7.14. Если а: У, (1—1 п), то 

тах {а,, а.,..., а,} = а, \/ а» \/...\/ ав; 

MIN {а,, ао,..., а} =а,-@5-...-ап. 
Указание. Для решения этой задачи следует воспользоваться определення- 

ми (7-7), (7.8) и индукцией по п: 

тах {a}, а2,..., ап} == max {max {Q,, @2,...› Qn—1}> an} ’ min {Q, @2,...,@п} — 

— min {mim {aQ,, @2,...› Qn—i} ’ ап}. 

Задача 7.15. Сумма аФа2@ ... Фа», где а:Е\, (1—1 п), 
равна 0, если среди символов а1, ао, ... а» имеется четное число 
единиц, и равна |. если число единиц нечетно. 

Указание. Утверждение доказывается индукцией по п. 

Задача 7.16. Пусть $:ЕУ, (или №»). Докажите следующие 
соотношения, являющиеся обобщением правнла Де Моргана: 

(51 \/ 5» \/... \/5т) = $152 ...Ям 
$1 52...5т=5: \/5$2\/... \/$т; 

Указание. Следует воспользоваться правилом Де Моргана и индукцией 
по n. 

Задача 7.17. Пусть р, &, ПЕ». Докажите следующие фор- 
мулы: 

1) аМар=Е\УЬ &(ЕУГ =аЁ 
2) (fVg) GVA) (gVA) = (FVg) VA); 

foVphAVeh=fevjh. 
Решение. Формулы (1) следуют из закоиа дистрибутивности (1.5) и закона 

дополнения (1.6) —(1.8) группы соотношений 1. Для доказательства формул 
(2) их следует вначале преобразовать с помошью соотношений (1.1) — (1.8). 
Для произвольного А такого, что (А) =1, значение левой части первой из этих 
формул, согласно упражнению 7.3, равно (1\/8(А)) (0\/й(А)), (6(А)\/В(А))= 
=й(А) (9 (А))\/Ё(А)) =#(А) (здесь были использованы законы дополнения, 
коммутативности и поглощения группы соотношений П для элементов И,). 
Значение функции, стоящей в правой части, также равно A(A). Аналогично 
одннаковые значения g(A) приннмают левая и правая части этой формулы в. 
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точках Д таких, что |(А)=0. Так как зиачения левой и правой частей равны 
при всех А, то функции, стоящие в левой и правой частях рассматриваемой 
формулы, совпадают. Вторая из формул (2) может быть получена либо анало- 
гично, либо из закона двойствениости. 

Задача 7.18. Пусть р}, бь 82, ПЕ. Тогда: 
1) ecnu f=g@h, to в=| ФА, т. е. можно переносить слагаемые 

из одной части равенства в другую; 
2) если [| Ф='=/ Фа», то в, = в», т. е. можно производить сокра- 

щение; 
3) если [5=0 и Ма = МВ, то равенство &'= 5, вообще говоря, 

не выполняется. 

Указание. Из соотиошения (6.4) группы формул ПТ следует равенство (1): 
Фе=вФАФи=в. Аналогично получается равенство (2). Для доказательства 
утверждения (3) следует положить 0,=0 и &2=[. 

1.3. Методы задания булевых функций. Базисные функции 
[12,13] 

Для задания (частичной) булевой функции обычно использу- 
ются два метода: 

1) тем или иным способом задаются два из трех множеств 
Do(f), Di(f), Рьа(Р) (если [=Я, то определяется либо До({), либо 

в (Г)); 
2) выбирается несколько булевых функций, образующих соот- 

ветствующий базис, и { определяется как их комбинация. 
В этом параграфе рассматривается, главным образом, первый 

метод и вводятся некоторые базисные функции. Второй метод бу- 
дет рассмотрен в следующем параграфе. 

Пример 7.1. Булевы функции одной переменной. В данном слу- 
чае |5 |=2?=4 и функцию [ можно определить одним из следую- 
щих четырех способов: 1) /f(0)=/(1)=0; 2) f(0)=f(1)=1; 
3) }(0)=0, [(1) =1; 4) [(0) =1, К!) =0. В первом и втором слу- 
чаях получаются функции-константы, которые (согласно приня- 
тым в предыдущем параграфе соглашениям) обозначаются через 
О и 1. Третья функция тождественно равна переменной; если пе- 
ременной является х, то эта функция обозначается либо через 
Г(х), либо просто через х. Четвертая функция называется функ- 
цней отрицания (или инверсии) и обозначается через М№(х). По 
определению, №(х) совпадает с отрицанием Хх тождественной функ- 
ции Хх. Вместо №(х) далее будет использоваться главным образом 
обозначение Хх. 

Если функция [(х1, Хо, .... Xn) OT п переменных ха, Хо, .„... Хпв 
зависит только от группы переменных х:,, х;,, -. Жи (131<ь< 

<.. <Cim<in), OHA нередко записывается в виде #(х:,, Хы, ‚ ... 
... №!т }- Однако если переменными являются Хи, хо, ..., Хт, Функ- 

ция &(х:,. Х.,, -.. Ха) считается функцией всех этих п перемен- 

ных. Если [(х1, Хо, -... Хо) зависит только от х; и при х:=аеИУ, 
принимает значение а независимо от значений других переменных, 
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TO BMeCcTO [(%1, X2, ..., Xn) Пишут х:. При этом х; обозначает функ- 
цию. а не логическую переменную. 

Пример 7.2. Функции ИЛИ и И. Если тах» (х1, до, ..., Xn) Mo- 
нимать в смысле (7.3), то получается функция от п переменных 
Х1, Х2, .., Хп, Которая принимает значение, равное максимальному 
из значений всех переменных Х,, ..., х,. Аналогично шипа (%1, Xo, ... 
... Х:) является функцией, указывающей минимальное значение 
входящих в нее переменных. Другими словами, первая функция 
принимает значение |, если хотя бы одно из значений переменных 
равно 1, и 0, если все переменные принимают значение 0. Вторая 
функция, наоборот, принимает значение |, если равны | значения 
всех переменных, и 0 в противном случае. Нижний индекс п в 
обозначеннях рассмотренных функций может отсутствовать. 

Задача 7.19. Докажите следующие формулы: 

тах, (х1, Хо,..., Хи) = 1 \/ 2 \/ ... Хи; (7.19) 

Пия (ха, Хо,..., Ха) = Hy Xqe 0. Np = Hy Xo... Xp (7.16) 

(в правой части формул х; представляют собой функцию из %,). 

Решение. Из упражнения 7.3 и определений тах» и х; для (аз, а», ..., аз) = 
=У„ получаем тах„(а, ао, .... ап) =тах.{а» а» .. а,} Последнее выражение, 
согласно соотношениям из задачи 7.14, равно значеиию а,\/а2\/ ... \/а», функ- 

ции, стоящей в правой части первой формулы. Аналогично доказывается вто- 
рая формула. 

Принимая во внимание равенства (7.14) и (7.15), функции 
тах» и пип, можно называть соответственно функциями ИЛИ ни 
Н от л переменных. Отрицания тах, и пш» называют соответ- 
ственно функциями ИЛИ—НЕ и И-—НЕ от п переменных. 

Задача 7.20. Функции тах„, тт» являются монотонными. 

Указание. Для каждого l<i<n имеем MAX, 4-=9 <Max п „;=1" АНалогичио 
° i , — 

доказывается монотониость пипл. 

Задача 7.21. 0 |< пит» < шаха [< 1. 

Решение. Очевидио, ввиду равеиств D,(minn)={(I, 1, ...,1)}, Dy(maxa)= 
= V,—{(0, 0, ween 0) }. 

Пример 7.3. Функция четности. Линейные функции. Булева 
функция р» от п переменных хь, Х», ..., х„ называется функцией 
четности от п переменных, если она принимает значения 0, когда 
четное число переменных принимает значение 1, и | в противном 
случае. Если элементы 0, 1 из У, рассматривать как целые числа, 
ах, хо, ... хп — как целочисленные переменные, то значение 
функции ра (Ха, Хо, ... Хп} будет равно’ сумме X,;+Xo+ ... +Xn(mod 
2). Отсюда, из упражнения 7.3 и задачи 7.15 получаем: 

Ра (х1, х.,..., Хх.) = @Фх, Ф...Фх». (7.17) 

Функцин р»„, (П>1), отрицания рр, т. е. р» =1@Фр», и константы 
называются линейными функциями. | 

Задача 7.22. При п>2 линейные функции не являются ни 
отрицательными, ни положительными ни по одной из переменных. 
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Указанне. Достаточио показать, что р» не является ни положительной, ни 
отрицательной по переменной х!. Согласио (7.17), р»(хь, 0, 0, ..., 0) =хь, Pn (x, 
1, 0, ..., 0) =хи, т. е. х! не является ни отрицательной, ии положительной пере- 
мениой для рп. 

Весом функции [ЕЯ называют число |2, (р) |. 
Упражнение 7.4. Выпишите все логические функции от двух 

переменных, используя функции хи, Х2, постоянные 0, 1 и опера- 

ции \, *, Ф, — 
Решение. Воспользуемся классификацией функций f no HX Becy w, 0<w<4: 
1) если ш=0, 4, TO искомыми функциями могут быть только константы 

0, 1; 
2) если ш=1, то миожеством D,(f) moxer OmTb OfHa из следующих пар: 

{ (0, 0)}, {(0, 1)} {(1, 0)}, {(1, 1)}. Этим парам соответствуют функции Хх», 

1х2, Х1Х2, ХХ; _ 
3) если ш=3, то вес { равен | и по правилу Моргаиа искомыми функциями 

будут х1\/ ха, хх, хх Хи Ха; 
4) вес функций хь Хь, хо, Хо равеи 2. Так как | 92| =16, то осталось всего 

две функции: х@Фх., 1Фх@х., имеющие вес 2. Так как все шесть рассмотрен- 
ных функций веса 2 различны, то мы получили все булевы функции от двух 
переменных. 

Задача 7.23. В коридоре одна лампочка и два переключа- 
теля: один У входа, другой у выхода. Обозначим переключатели 
через $, и $2. Два состояния лампочки: горит и не горит — обо- 
значим соответственно через 1 и 0. Положение каждого переклю- 
чателя также будем описывать символами 0, 1. Если лампочка 
горит, то переводом любого переключателя в противоположное 
состояние лампочку можно выключить, и, наоборот, если лампоч- 
ка не горит, то с помощью любого переключателя лампочку 
можно включить. Пусть хи, Хо и у — переменные, описывающие 
соответственно состояния $1, $2 и Лампочки. Найдите функцию | 
переменных х! и Х2, которая дает значения у, предполагая, что 
у=0 при ж=х2=0. 

Указание. Можио построить непосредственно таблицу зиачеиий искомой 
функции. Однако поскольку [(0, х2) =х2, [(1, х2) =[0, х2)=Х2, то, как нетруд- 
ио видеть, /(х1, хз) =х!Фхо. 

Пример 7.4. Мажоритарные функции. Пусть {Г — неотрицатель- 
ное целое число и п=2[+1. Логическая функция от п переменных 
х1, Хо, .... Xn, Принимающая значения 1, если [+1 или более (т. е. 
более половины) переменных принимают значение 1, и 0 в про- 
тивном случае, называется мажоритарной функцией от п перемен- 
ных и обозначается через Ма]|„. Ясно, что 

р, (Ма |,) = {Alw (A) > n/2, AEGV,}. (7.18) 

Задача 7.24. Покажите, что 

Ма ]з(Х1, Х», Хз) = Хи Х, \/ Ха Хз \/ Хз х. 
Указание. Покажите, что (правая часть) равна | тогда и только тогда, 

когда &(А) >1, АЕК.. 

Упражнение 7.5. Сложение двоичных чисел. Рассмотрим 
процедуру нахождения двоичного числа $п5п—1 ... 5, являющегося 
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суммой двух п-разрядных двоичных чисел: @п-@пн2 ... @0 и 
Рп—16п-2 ... бо. Разряды ао, Во, 55 будем считать младшими, а ап, 
On-1, Sn—1 — старшими. 

При обычном вычислении суммы сложение выполняется последовательно, 
начиная с младших разрядов. При вычислении {-го разряда находятся: 

1) s; = a; ® 6; Bc, (mod 2), T.e 

s=0;056;6¢c,0<Ki<n, (7.19) 

rye C; — символ переноса из предыдущего разряда: 
2) символ переноса в следующий разряд с:+ь равиый 1, если @1-+6:+с:>2, 

и 0, если а 6: +с;:<23, т. е. 

с; = Ма]. (а;, 63, c;)), OM i <n. (7.20) 

При этом 

3) со =0; 4) == сп. (7.21), (7.22) 

Таблица значений функции, таблица истинности и геометриче- 
ское представление. Таблица, сопоставляющая каждому из 2” 
наборов значений переменных соответствующее ему значение 
функции, например так, как это сделано в табл. 7.4, называется 
таблицей значений или таблицей истинности функции. Если функ- 
ция не определена на некотором наборе, то вместо значения функ- 
ции в соответствующей клетке таблицы обычно ставится один из 
знаков «—», «х», «н» или эта клетка оставляется пустой. Таблица 
1.4. является таблицей значений мажоритарной функции Ма]. 

Таблица 7.4. Таблица 

значений мажоритарной функции 
трех переменных 
  

  

  

    

(1,0,1) 
J (Xs, Xa, Xs) Х: Х: Хз Ма} 

г 

0 000 0 
1 001 0 (10,0) 
2 010 0 
3 O11 1 
4 100 0 Рис. 7.2. Представление с 
5 101 1 помощью едиипчного куба 
6 1 10 I мажоритариой функции от 
7 ГТГ 1 трех переменных 
  

Задача 7.25. Постройте таблицы значений функции тах», 
mino, Po. 

Для наглядности можно воспользоваться представлением с по- 
мощью единичного п-мерного куба и пометить черными (белыми) 
кружочками те из его вершин (а, 42, ...., а»), в которых значения 
рассматриваемой функции | (а1, а», .... а») равны 1! (соответственно 
0). На рис. 7.2 показано такое представление для функции Ма]з. 
Пунктирной линией на этом рисунке показано сечение куба пло- 
скостью. Эта плоскость делит пространство на две области, одна 
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из которых содержит все черпые, а другая — все белые кружочки. 
Функции, обладающие таким геометрическим свойством, называ- 
ются линейно разделимыми (см. упражнение 7.5). На рис. 7.3 при- 
ведено геомстрическое представление функцин хФх.. Заметим, 
что в данном случае невозможно провести прямую, которая раз- 
делила бы черные и белые кружочки. Этим же свойством облада- 
ст н функция 1Флх, Фх.. В 6 9.2.2 будут рассмотрены таблицы опре- 

деления функции (диаграммы Карно), исполь- 
эй зующие преимущества геометрического пред- 

_. ставления. 

  

   40) 

Пример 7.5. Пороговые функции. Пороговая функция явля- 
ется обобщением мажоритарной функции. Функция [==„ назы- 
вается пороговой функцией п переменных, если существуют n+] 
целых чисел со, Сь, -.., Сп таких, что 

(11) Рис. 7.3. Геометрическое представление х!@Фха 

р, (Г) = (а, Ц5,...› аи) | У) с, а; : > Со, (а, а2,..., a, )EV,}. (7.23) 
= 

Здесь в сумме »Хс;а; элементы 0, 1 из У, рассматриваются, как 

целые числа 0, 1, а произведения с;:а; складываются, как целые чис- 

ла.) 

Если воспользоваться представлением Van с помощью единнч- 

НОГО куба, TO приведенное опрсделение означает, что существует 

гиперплоскость Д:\, с: х; =С%, такая, что [=1 для всех звеньев Ув, 
= 

лежащих по одну сторону от этой плоскости, и {=0 элементов У», 
лежащих по другую сторону гнперплоскости. Поэтому пороговые 
функции также линейно разделимы. 

Задача 7.26. Пороговая функция является смешанной моно- 
тонной функцией. 

Указание. Если с;>0, то переменная х; является положительной; если же 
с:<0, то перемеиная х; является отрицательной. Отсюда, из (7.6) и (7.23) сле- 
дует утверждение задачи. 

Задача 7.27. Если P(*1, Xo, ... Xn) — Noporopan функция, то 
(byHKUHH f H f(x), ..., Xiu, Lip X41, «-» Xn) Take OYAyT NOporoBelMH. 

Решение. Пусть со, Сь ..., С, — коэффициенты соотношения (7.23} для функ- 
ции |. Тогда в качестве соответствующих коэффициеитов для функции ] мож- 
HO взять — 0+1, —бь — 62, -.., Ст, а для второй из рассматриваемых функ- 
UHH MOMKHO B3ATb Co—Ci, Cy wey С:-ь —бСь Сач+ь . Сп. 

Задача 7.28. Функции тах», пип», Ма]. являются поро- 
ГОВЫМИ. 

Указание. Для каждой из этих функций положим с;=1, 1<#<п. В каче- 
стве Со для тах», Шша и Ма]» следует взять соответствеиио |, пи 1+1. 
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Задача 7.29. Какие из 16 функций 2 не являются порого- 
ВЫМИ? 

Решение. Из упражиения 7.4 и задач 7.22, 7.26—7.28 следует, что среди 
рассматриваемых функций пороговыми не являются х@Фх. и 1х, Фхо. 

Пороговые функции были введены впервые для моделирования 
функций нервных клеток, но в дальнейшем изучались в Теории 
схем из функциональных элементов, в теории распознавания об- 
разов и других областях. Известно [16], что с ростом m отношение 
числа пороговых функций в „ к мощности |%,„| очень быстро 
стремится к нулю. Понятие пороговой функции можно обобщить. 
Функция [= называется Ё-пороговой функцией п переменных, 
если она удовлетворяет следующему условию: существуют целые 
числа сц, С», ..., Сп; С, С), ..., С® такие, что при четном Ё 

k/2 п 

D, (Г) — 0 {(а1, Qp,. ..у an) СГП) <= У, С: а; <= СЛ — 1}; 

j=l {—1 

при нечетном Rk 

(R=I)/2 n 

D, (/) — U {(a,, а,..., ап) СГП > Ус; a; => с — 1} U 
— Ро 

U (2, аь,..., а 1е® < У 6, a. 
=1 

При Е>—2 такие функции называются многопороговыми и нссле- 
довались ранее с точки зрения реализации их на больших инте- 
гральных схемах [14]. 

Задача 7.30. Произвольная функция [= является Е-поро- 
говой функцией (при некотором А=—2”). 

п 

Решение. Если положить с:=27-% то 2 C;a;=J (a), ag, .... ап). Упорядочим 
t= 

snemenTb! D,(f) по величине представляемых ими целых чисел. Минимальиое из 
этих целых чисел возьмем в качестве с‘). Если среди оставшихся чисел, боль- 
ших с), имеются числа, для которых разность между ними и всеми меньшими 
числами из О; (1) не меньше 2, то минимальное из них следует взять в каче- 

стве ‚с и положить с()=с(3)—]. Продолжая этот процесс, мы построим с(), ... 
a, CVF), Ral 27, 

Сложность описания логических функций. Как нетрудно под- 
считать, || =16, || =256, |%.| =65536. На практике нередко 
используются булевые функции более чем от десяти переменных, и 
[| =21024 — 103%, хотя реально используемые функции состав- 
ляют лишь малую часть множества всех функций. Однако описать 
конструктивно класс используемых булевых функций практически 
невозможно. Так, схема параллельного сложения 16-разрядных 
двоичных чисел имеет 32 входа, и если попытаться использовать 
таблицу истинностн, то она должна будет иметь около 2322103 
строк, что, конечно, практически неприемлемо. Удобные методы 
опнсания булевых функций, которые могут быть использованы на 
практике, описаны далее в 6 7.4, 8.2 и 8.3. 
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Задача 7.31. Пусть А — конечное множество, содержащее 2 
или более элементов. Пусть [С — это некоторое множество после- 
довательностей конечной длины, компонентами которых являются 
элементы из A (cm. $ 10.1). Множество Ё называется описанием 
булевых фупкций, если существует отображение ‹ множества L 
в множество 5 всех булевых функций такое, что для произволь- 
ной функции {== найдется, по крайней мере, одна последователь- 
НОСТЬ «ЕЁ, для которой ф(а) ={. Говорят, что последовательность 
аеЁ указывает функцию ф(а). Минимальное значение длины по- 
следовательности из Ё, которая указывает функцию {= (вообще 
говоря, таких последовательностей может быть несколько), обо- 
значим через [(Г). Покажите, что: 

1) max I (f) > 2" /log,|A| —1; 
[= 

2) число булевых функций, которые могут быть указаны с по- 
мощью последовательностей из [Г длины <?2” (1—=) Лов2|А|, где 
0<=< 1, не превосходит (22"0-9—1)/([А|—1). 

Указание. Левую часть неравенства (1) следует положить равной [. Далее, 
пользуясь тем, что число последовательностей длины «{ с компонеитами из А 

не меньше, чем ||, неравенство следует переписать в удобной форме и про- 
логарифмировать. Утверждение (2) также доказывается легко. 

Как следует из утверждения (2) последней задачи, если не 
рассматривать очень малые значения п, при любом выборе Г, для 
указания подавляющей части логических функций длина последо- 
вательностей должна быть близкой к 2"/]о92|А|] или даже превос- 
ходить это число. Заметим, что длина определений функций тах», 
iNn, Pn, Majn, приводившихся ранес в качестве примеров, не за- 
висит от п. Конечно, в этих определениях отсутствует запись пере- 
менных Хь, Хо, .... Хи И конкретного значения числа п, широко ис- 
пользуется понятие четного числа и т. д. Главным же образом 
краткость этих определений связана с тем, что все указанные 
функции имеют простую структуру, обусловленную их симметрич- 
ностью. 

Определение симметричной функции 

Если функция {(хХь, Хо, ..., Хп) ЕЯ, Такова, что при 1<1<]<5п 

а, Х?,.--› Xn) =P (Xp... Xi-1 Хр Nitiys-es Xj-1 Xi» Ху-+1»-..› Xn) 

т. е. если значение функции не изменяется при замене местами 

переменных х; их, то { называется симметричной относительно 

х‚, х;. Аналогично определяется симметричность функции относи- 

тельных переменных Хе, Х;:,, -.. Xi, » 1<1п<Ь- ...<=п. Функ- 

ция, симметричная относительно всех переменных хь, Хх», ..., Хп, на- 
зывается просто симметричной. 

Если =, — симметричная функция, А, В — два произволь- 
ных элемента из У„, имеющих одинаковый вес (№(А)=®(В)), то 
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f(A) =f(B). Cnenopatenbuo, a8 Toro чтобы определить область 
О: (Г), достаточно указать 

№, (Р) = {АР (А) =1, ®(А)=Ь АЕИ,}. (7.24) 
Наоборот, для любого подмножества Шс- {1, 2, ..., п} множество 
Di (f) ={A]w(A)eEW, ASVn} однозначно задает симметричную 
функцию. Функцию |=, определяемую множеством W,(f)= 
={i, 1, .., В), ге OXij<ip<t ... <i-<n, обозначают через 

SI tent,” Например, х, Ф хо Ф хз= 5) з. 

Имеется еще один способ задания симметричной функции от 
п переменных; каждому целому числу OXi<n сопоставляются 
символ и, равный 1, если {= Я, (р, и 0 в противном случае. При 
этом симметричная функция задается двоичной последовательно- 
СТЬЮ 0, №, ..., ии длины п-1 с компонентами 0, 1. 

Задача 7.32. Общее число симметричных функций в Я, рав- 
HO 27+1, 

Как мы видели, функции тах», Ш», Ма]им являются монотоииыми. 

Задача 7.33. Покажите, что тах», пуп», Ма]„ — симметрич- 
ные монотонные функции. 

Если функция |=, является симметричной монотонной, то 
существует целое число #(0<#ж<п) такое, что №, (Р = {ЙЕ 
<—1=1}, и, следовательно, для задания такой функции достаточно 
указать лишь число 1. Такие функции обозначают либо через 

1 <п, либо через Г”). Например, 
п . . - тона => 21-1 

тах, =7( - па, =), Мариа == ГА . 

Задача 7.34. Общее число симметричных монотонных функ- 
ций в 9, равно п- 1. 

Задача 7.35. Симметричные монотонные функции являются 
пороговыми функциями. 

Указание. Для Т:т) в качестве коэффициентов соотиошения (7.23) следуеу 
ВЗЯТЬ С.=02= ... =Cn=1, Co=t. 

1.4. Разложение булевых функций [12,13] 

Здесь будет описано, каким образом произвольную функцию 
H3 $n, зависящую от переменных хи, Хх», ..., х„, Можно представить 
с помощью функций 0, 1, х;:(1<1Ж<1) и операций \, -, —, ФФ. 

Упражнение 7.6. Для функции {(Хь х» ... Хх.) =, справед- 
ливы соотношения: 

ха о\/ ха Ре = (7.25) 

= (жа МР) (МБ) = = (7.26) 
= x4-fx,=0 Фх, - [+ =. (7.27) 

Решеиие. Как следует из упражнения (7.3), определеиия функции хь со- 
отношений (1.6) и (1.7) группы [ и соотиошения (6.5) группы Ш на любом 
наборе значений переменных (0, а, аз, .., а") =У, правые части доказываемых 
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соотиошений равны [(0, а», аз, ... а»), т. е. совпадают с левой частью. Аиало- 
гично можио проверить, что левые и правые части также совпадают на набо- 
рах значений перемениых вида (1, @>, аз, ..., ат) = Ул. 

Задача 7.36. Покажите, что если переменная х; функции 
Р(хь, Х», ..., Хп) ЕЯ, является положительной, то 

= Рио жир, (7.28) 
f =f x,-0-(%1\V Fx,=0). (7.29) 

Решение. Согласно (7.6), 0 АР, 1 . Из соотношений (3.6) и (3.4) 
группы П получаем соответственно, что 

Жо аа И Рем V1 Fea. 

Из (7.25) имеем: 

рома а- ом, Ма; 
f=(4V 4) f х,—0 М 1-х, —1 (дистрибутивность}; 

f=f, — Мл 4 (соотношения (1.8), (1.6) группы [). 

Аналогично доказывается (7.29). 

Задача 7.37. Если [ (ха, Xo, .... Xn) =F (X1, Xo, ..., Xn), TO =x, @ 
@fx, =0- 

Решение. По предположению, F =i =f ..=0- Отсюда и (7.25) получаем 

f=<x,-f x =0V =0=2 OF,.,=0 (здесь мы воспользовались также соотноше- 

нием (4) группы ПТ). Эта задача является обобщением задачи 7.23. 

Обозначения 

Для переменной х и а=Е У! определим х“, положив 

W=x, xi=—x. (7.30) 
По определению, 

жа, ха=] х=а. (7.31), (7.32) 
Определение элементарной конъюнкции и элементарной дизЪъ- 

юнкции. Функции вида х4: 4... x т, ха Ух У ... Уха" , где 1 
г 1 2 r 

i 

Sij<ignxt .. <Cip<ln, ЕМУ, называются соответственно элемен- 
тарной конъюнкцией и элементарной дизъюнкцией. Число г назы- 
вается рангом элементарной конъюнкции (дизъюнкции). Ранг эле- 
ментарной конъюнкции (дизъюнкции) Ё обозначается через дер [. 
Переменные и их отрицания называются при этом буквами. На- 
пример, х:, Х: — элементарные конъюнкции ранга 1, a XiXj, XiX;, 
хх, а 1<] — элементарные конъюнкции ранга 2. 

Задача 7.38. (1) P= XO XG? xe Xi, =; Xi, =A, ..., Xi, = 

=а,. Следовательно, если 1<й<ц—< ... <= п и Ё представляет 
@YHKUHIO H3 By, TO |D, (ft) | =27-+. 

(2) t<ol xls xis wie X it d<ji<jeo< ... <ji<n) Torga wu TOMDKO 

тогда, когда все буквы, входящие в !, входят в 4. 
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Решение. Первая часть утверждения (1) следует из (7.32). Для того что+ 
бы элементариая конъюнкцня { была равна | на иаборе С= (сл, Ce, .... Cn) EVn, 
необходнмо выполненне равенств с1, =а:; › 1<7<г. Число таких наборов в У» 

равно 2”-". Отсюда следует вторая часть утверждения (1). Если х;„ = (1< 

<Ё<г), то, согласно первой части утверждення (1), хз, = (1<й<1[). Поэтому 

для каждого й существует такое А, что &=]ь, ак=вь, т. е. буквы [входят в 
1. Очевидно, верно и обратное утверждение. 

Задача 7.39. (1) Число элементарных конъюнкций в Bn 
равно 3"— |. 

а — 

(2) 12, (xp \/ хе \... Мхи = 2" — 2" г. 

Указанне (1). Число элементарных конъюикций ранга г (0<г<п) равна 

n\or + { ™ \or _ an a ; 2 .. Далее заметнм, что У 2 =3 — 1. (2). Отрицание хх 
r r=1 

X x72... xi как следует из задачн 7.16, равно ху" \/х1* М ... Vx;7- Далее 

нужно воспользоваться утверждением (1) задачи 7.38. 

Минимальный и максимальный термы. Элементарная конъюнк- 
a, Gs a a, ay HHA x4' Xo"... Xp” ранга п и элементарная дизъюнкция х1'\Мх?2' VV 

\ ... Ухл ранга п называются соответственно минимальной конз- 
юнкцией и максимальной дизъюнкцией. Элементарная конъюнкция 

а xq Х2*... хип равна 1 только в том случае, если х.=а, Х2=ао, ... 
... Хп=@п; в остальных случаях она равна 0. Элементарная дизъ- 

~ a юнкция xy Vx9? V .. Ухип равна 0 только в том случае, если 
Хх =@1, Х2=а4о, ... Хп=ат, И равна | в остальных случаях. Мини- 

а а 
мальная конъюнкция х!! хо’... хип и ее дополнение хе: \/ ха \... 

„. Ух обозначаются соответственно через т. (а1, а», ..., @п) и 
Му (а, а›, ..., @п). Поскольку 01<т. (ал, ао, ..., ат), то минималь- 
ная конъюнкция является минимальным элементом 9 (см. $ 6.4). 

Дизъюнктивная и конъюнктивная нормальные формы. Пусть 
11, 15, .... т ($ 52, .., $ т) — элементарные конъюнкции (дизъюнк- 
ции). Выражение В\\ ... У ($1-52: ... -5т) называется 0диз5- 
юнктивной (конъюнктивной) нормальной формой с элементарны- 
ми конъюнкнциями (дизъюнкциями). Дизъюнктивную (конъюнктив- 
ную) нормальную форму, не содержащую элементарных конъюнк- 
ций (дизъюнкций), условимся обозначать через 0 (1). 

Задача 7.40. Для произвольной функции |=, существуют 
дизъюнктивная и конъюнктивная нормальные формы, представ- 
ляющие [. 

Указание. Для доказательства этого утверждення следует воспользоваться 
индукцией по числу переменных, соотношениями (7.25), (7.26) и законом ди- 
стрибутивности. 

Задача 7.41. Произвольную монотонную функцию Г, отлич- 
ную от константы, можно представить в дизъюнктивной (конЪъюнк- 
тивной) нормальной форме, состоящей из элементарных конъюнк- 
ций (дизъюнкций), не содержащих отрицаний переменных. 
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Указание. Для доказательства следует воспользоваться индукцией по числу 
переменных, соотношениями (7.28), (7.29} и законом днстрнбутивности. Прн 
п=1 условиям задачи удовлетворяет только тождественная функцня, для ко- 
торой справедливость доказываемого утверждения очевндна. 

Далее вместо {(А) используется запись {(Г), если целочислен- 
ное представление 7(А) элемента А равно Г. 

Уп ра жнение 7.7. Функция |=, может быть представлена 
в виде 

2" —1 

X (/) = М Ст (Х), СЕ, 

тогда н только тогда, когда для всех 0=<1<2" сг=НЛ. 

Решенне. Утверждение ючевидно, так как тг (Г) =1, если [=Г, и тг (Г) =0, 
если 15Г. 

Согласно приведенному определению, 

Qn} 
КХ)= V FU) mi (X)=_ Vm, (X); 

1=0 IED, (f) 

— \/ (ал, а»,..., ав) ХХ"... хп, 
(с:, а›....а,)еУ 

п п 

= V xa xB... xn, (7.33) 
(41, аз 9-е. a,)EP, (Ff 

Правая часть этого выражения называется совершенной дизъюнк- 
тивной нормальной формой ** функции |. Условимся считать, что 
совершенной дизъюнктивной нормальной формой константы 0 
является сама константа 0. Задание совершенной дизъюнктивной 
нормальной формы функции, по существу, не отличается от зада- 
ния 0,:(Г). Кроме того, заметим, что совершенная дизъюнктивная 
форма представляет собой частный случай теоремы 6.1. 

Определение двойственной и самодвойственной функции. Пусть 
(Хх Хо, ..., Хт) Е. Функция [(%, Хо, ..., Хп) называется двой- 
ственной к функции [ и обозначается через {[4. Если |=]9, то функ- 
ция } называется самодвойственной. Например, как следует из за- 
дачи 7.16, двойственной к функции тахл (хп, Х», ..., Хп) = МХМ ... 

...\Мх, является функция х\Мхо\ ... Ухи= Xe... Хь = ПИПа (Хь, Хо, ... 
.... Xn). 

Для А-== (а, do, ..., аа) Е! положим A= (Aj, Ao, ..., Gn). Оче- 
видно, & (А) =п—\ (А). 

Задача 7.42. Если Н=<Ь, то р <[9. Следовательно, если | 
и р являются самодвойственными и < р, то р=Р. 

  

ПГ / 2—1 
* Запнсь \/ IT означает, что берется логическая сумма (пронз- 

ведение) по параметру Г, пробегающему все целописленные значения от 0 до 2—1. 
вторы называют совершенную дизъюнктивную нормальную форму кано- 

нической суммой. (Прим. ред.) 
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Решение. Так как 2(А) <П(А) для произвольного ДЕУя, то f2et<fi4. Bro. 
рая часть утверждения, очевидно, следует из первой. 

Задача 7.43 (1) Если функция [=Я„ является самодвойст- 
венной, то |[0,(Р|=2”-'. (2) Общее число самодвойственных 

1 функций в Я, равно 2? 

Решение. По определению, [(А) =7(А), т. е. если функция на одном из на- 
боров А нлн А принимает значение 0, то на другом ее значение равно 1. Число 
различных неупорядоченных пар (А, Д) равно 27-1. Отсюда следует утвержде- 
иие (1). Утвержденне (2) следует из того, что на каждой неупорядоченной 
паре (А, А) самодвойственную функцию можно определить независимо от дру- 
гих пар двумя различными способамн. 

Задача 7.44. Самодвойственная функция |=, может быть 
представлена в виде 

f(x, ^>,...› Хи) = Х1 `В (Хо,...› хи) \/ Хи - 5" (хо, ..., Xn); 

roe <&An — функция, зависящая только от Хе, Хз, ..., Хи. 

Указание. Если положить 9(х2, Хз, ... Хв) = О, ха, Хз, -.. Хо) ТО, X2, Xs, ... 
wy Xn), TO G4=G (Ko, Xs, .... Xn) =f (1, x2, Xs, .... Xn). Отсюда и из соотношения 
(7.25) получается указанное представление функцни. 

Задача 7.45. Функция четности р„ является самодвойствен- 
ной тогда и только тогда, когда п нечетно. 

Указанне. Следует воспользоваться равенством Х+=1@Фх:. 

Задача 7.46. Самодвойственная монотонная симметрическая 
функция является пороговой и наоборот. 

Решение. Прямое утвержденне следует из того, что если f=T,™ y |). (р |= 
=27-1 70 п=21--1, {=[1. Обратное утверждение следует из того, что w(A)> 
> n[2 <2 w(A)=n—w (A) <tn/2 ann AGVn. 

Упражнение 7.8. Если функция } не является константой, то 

f (x1, Х2,-..› X,) = IT (f (a,, yy-.-y An) VV 
(41, а.,.... а)ЕЙ 

V xt xe” VV... Vixen, 

Решение. Возьмем отрицанне от обенх частей совершенной дизъюнктивной 
нормальной формы функции [4, двойственной для [, 

Рь №... )= VF Gay Gaye stn) VV xO Уж... хат) 
(а: ,а;,... а) ЕТУ д 

Если каждую переменную х; заменить на х: и далее воспользоваться COOTHO- 

шениямн задачи 7.16 и равенством (х)“=х“, то можно получить требуемое пред- 
ставленне функции. Это представление можно переписать следующим образом: 

  

L(x) = Н (F (Gas Gay os Ep) VBE хат); 
(a,.03,-..,.a8,)EV, 

ИО) = II (Г (ал, аз,...„ап)\/ хп, / ха) ..Х/хат); 

(а:, а,...› ал) ЕУп 
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on —1 

1% = П мм, }; 
1=0 

ro= Il om, (7.34) 
ТеРо(Й 

(здесь 1=2'—1— Г). 
Правая часть равенства (7.34) называется совершенной конъюнктивной нор- 

мальной формой *. Условимся счнтать, что совершенной коныонктивной нормаль- 
ной формой константы | является сама константа 1. 

Задача 7.47. Найдите совершенные дизъюнктивную и конъ- 
юнктивную нормальные формы функции х, Фх2 Ф Xz. 

Задача 7.48. Докажите справедливость при А>4 следующих 
соотношений: 

(По жж... М хь 2 (м М ж У) (хз \М и, \/ Y2) (x4\V Yo Ys). ..(X,-2V 

Мина М ин) (Xp—1 VV x), V Yn—s)3 

(2) если, по крайней мере, одна из переменных Хи, Xo, ..., Xn 
равна 1, то значения и, у», ..., Ук-з можно выбрать равными 0 или 

{| таким образом, что правая часть приведенного соотношения бу- 
дет равна 1. 

Указание. (1) При ж=ж=.. =хь=0 функция (52\/уз)... (Ув \/Ув-з) Ув-в 
тождественно равна 0. 

(2) Если считать, что х+=Ъ то следует положить и.=1(1<]=<1—2), у; 
=0.(i—-1 <j<h—3). 

Задача 7.49. Докажите равенства: 

(1) F(x, жь..., ха) = \/ f (Gy, а2,..., ат, Хпаа» Xmtar-++s 
(41> аз,..., ат) ЕТУт 

... М/Ха) м: х2?...Хшт; 

(2) f(x. Хо»... Xn) = Il (а, Ay oes ат, Xm-+1» Хт-Е 2 - ++» 

(4. аз...., а) ЕУт 

... Уха) М хе \ х2\ .^ Vxom, 

Указание. Для произвольного Ha6opa (Om41, Om+2, „., ба) Е Уз-т постройте 
соверщенные дизъюнктивную н конъюнктивную нормальные формы функций 
f (%1, X2, ..., Xm, Om41, Om+e, „. ва) и < их помощью покажите, что правые и ле- 
вые части доказываемых равенств совпадают. 

Многочлены над 02. В & 7.2 отмечалось, что И; можно рассмат- 
ривать как поле Со, а операции Ф ‚, `, — как сложение и умноже- 
ние по модулю 2 (задача 7.8). Пусть хь, Хо, ..., Хи — переменные, 
принимающие значение в множестве У\, которое рассматривает- 
ся как поле 22. Функции вида 

в =сФ У Фе, 1.4, Ха, Ха. .Ж, (7.35) 

* Авторы называют совершенную конъюнктивную нормальную форму кано- 
ническнм произведеннем. (Прим. ред.) 
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re Co@Vi, саь, -..1, ЕУь называются многочленами от перемен- 
НЫХ Хь, ХФ, ..., Хп. (Знак >» Ф означает, что сумма берется по всем 
совокупностям целых чисел iy, 1, .., & таким, что 1<й<й< ... 
.. <и=п). Максимальное значение индекса г у ненулевых коэф- 
фициентов С, 1, ...:, Называется степенью & и обозначается через 

deg g. Если все коэффициенты равны 0, то будем считать, что 
многочлен имеет степень 0. 

Упражнение 7.9. Для произвольной функции [=„ суще- 
ствует многочлен, представляющий |. Его коэффициенты однознач- 
но определяются функцией [. 

Решение. Вначале индукцией по п покажем, что для произвольной функции 
fA,» существует, по крайней мере, один многочлен, представляющий |. При 
п=| имеется четыре функцнн, 0, |, хи, х. =1Флхи, и для каждой из них утверж- 
дение верно. Предположим, что доказываемое утвержденне верно при л—1. Из 
(7.27) нмеем 

f= Feo Ф 21 (Г, о Ф Ри, —1)- 

По предположенню индукции, существуют многочлены #1, &›2 от переменных 
Х2, Хз, .., Xn такие, мто |= Фхив?. Правая часть последнего равенства яв- 
ляется многочленом ют переменных хи, х2, .., Хп. Покажем далее, что коэффи- 
циенты многочлена определяются единственным образом. Общее число различ- 
ных совокупностей коэффициентов Co, Ci ile, cess ний < .. Зы =п) много- 

п 
п 

членов от переменных ди, хз, .., Хп равно У )=> . Следовательно, число 
Г r—0 

п 
различных многочленов от переменных Хи, Хо, ..., Хи равно 22 (многочлены счи- 
таются разлнчными, если они отличаются хотя бы одним коэффициентом). Так 

п 
как |%»|=22 то ясно, что существует ровно один ‘многочлен, представляю- 
щий функцию f. 

Задача 7.50. Покажите существование многочлена, представ- 
ляющего [, используя совершенную дизъюнктивную нормальную 
форму функции [. 

Указание. Используя равенство Хх: =1@Фх:, каждую конъюнкцию Шг можно 
представить с помощью многочлена. Если [52Г, то питг,=0, и, следовательно, 
my\/m;.=m,;@m,.. Далее следует воспользоваться этим равенством. 

Если в (7.35) все коэффициенты при членах степени 2 и выше 
равны 0, то функции, представляемые такими многочленами, на- 
зываются линейными *. 

Задачи 

7.1. Пусть Р, ©, Ю — высказывания. Следующее высказывание 
является истинным (транзитивность импликации): [(P>Q) -(Q> 

7.2. Найдите функцию [{е, которая существенно зависит OT 
обеих переменных, хь, хо, и удовлетворяет следующим двум усло- 
виям: 

щи. 

* Это определение совпадает с определением лннейной функции, приведен“ 
ным ранее (см. пример 7.3). (Прим. ред.) 
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1) закону коммутативности: [ (X1, x2) =f (Xe, X1)3 
2) закону aCCOUHATHBHOCTH: [(%1, [(X%2, X%3)) =f (f(x, x2), 3). 
7.3. Пусть ЕЕ, Х= (ха, №,, ... №, )— совокупность перемен- 

ных и А= (а1, а» ..., аг) У». Обозначим через [х,л и [х-я Функ- 

ции, получающиеся при подстановке в } (Xi, Хо, ..., Xn) COOTBETCT- 
венно х;:,=а1, .., Х:, =@; И Х!, =@, .., Хх, =@,. Если для произ- 

вольных Хс-{хт, Хо, .., Хп} и А выполняется одно из неравенств 
[х. Ах, д ИЛИ [|х, АЗ, А, ТО | называется вполне смешанной 
монотонной функцией. По определению, если функция является 
вполне смешанной монотонной, то она является смешанной моно- 
тонной функцией (см. $ 7.1). Покажите, что: 1) пороговые функ- 
ции являются вполне смешанными монотонными функциями; 
2) монотонная функция [=хихо\М хх. пороговой не является. 

7.4. Е-пороговая функция {| может быть представлена в виде 
f= 2182V g384V ase V £r-12h, если К — четное, и 9162 6364 ... М 

Vgn-28r-1V Er, если Е — нечетное (51, 82, .., Bp — пороговые 
функции). 

7.5. Пусть |=». Функция f4(X1, хо, .., Хв, И) =У[(ХЬ, Хе, --. 
...Хп) МИ (Хт, Хо, ..., Хп) является самодвойственной. 

7.6. Предположим, что функции |, ве, являются самодвой- 
ственными. Если [х,=—=6х, =, то [= 6. 

7.1. Если {| — это многочлен степени r(O<=r<n) от п перемен- 
ных, не равный тождественно нулю, то |0. (Г)|=2”-". Существуют 
многочлены, для которых последнее неравенство переходит в ра- 
венство. 

7.8. Пусть [(хь, хо, ..., Хп) — многочлен и С1,2,...в — его коэф- 
фициент при произведении хи, Хо, ..., Пл- 
Тогда 

») Ф i (a, а... .‚@п) — С1,2,..., п» 

(2: , а» pooos a,)jeV, 

где У Ф означает суммирование в смысле операции Ф. 

Глава 8 | 

Применение теории булевых функций 

8.1. Схемы из функциональных элементов 

Булевы функции могут служить для алгебраического описа- 
ния связи входов с выходами в рассматриваемых далее схемах. 
При анализе цифровых устройств удобно считать, что имеющаяся 
информация задается с помощью двух состояний некоторого чис- 
ла физических объектов. При этом каждый объект может нахо- 
диться в одном из этих двух состояний, если не рассматривается 
переходный режим (состояния мы будем обозначать через 0 и 1). 

Определение схемы из функциональных элементов. Рассмот- 
рим схему В с п входами и т выходами, изображенную на рис. 8.1. 
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Предположим, что в некоторый момент времени Ё каждый вход и 
каждый выход схемы Д находятся в одном из состояний 0 или 1. 
Схема Д называется схемой из функциональных элементов с п 
входами и т выходами, если: 

1) существует некоторое положительное число д такое, что в 
момент #8 каждый из выходов схемы также оказывается в не- 
котором фиксированпом состоянии; 

2) эти фиксированные состояния выходов зависят только от 
совокупности состояний входов в момент 1. Число 9 называется 
временной задержкой схемы. 

Схемы, удовлетворяющие условию (1), на- Ly — — Yy 
зываются устойчивыми; если же это условие 42 и 
нарушается, то схемы называются неустойчи- 
выми. Устойчивые цифровые схемы называют 
также логическими схемами. 

Приведенное условие (2) означает, что схе- д— Г 
ма «помнит» состояния, в которых находились 
входы до момента 1, только в течение интерва- ри. 8.1. Цифровая 
ла времени длительностью 6. В схемах, не схема с п входами и 
удовлетворяющих условию (2), прежние со- т выходами 
стояния входов оказывают то или иное влия- 
ние на текущие состояния выходов, т. е. схема обладает в некото- 
ром смысле «памятью». Такие схемы называются последователь- 
ными (см. $ 10.3). 

Функции, реализуемые схемами из функциональных элементов. 
Предположим, что для схемы из функциональных элементов ДО с 
п входами и т выходами определены булевы функции [, |, ..., т 
от п переменных, удовлетворяющие следующим условиям. Если 
Хр, Хо, .... Хп — ЭТО величины, представляющие собой фиксирован- 
ные на время 6 или более состояния входов (входные переменные), 
а Ив, Ио, ... Ут — величины, представляющие состояния выходов 
схемы, определяемые условиями (1) и (2), то ии=Н(хь хь, -.., Xn), 
| =;=<т. Такие функции fi, fo, .... fm называются выходными фиунк- 
циями схемы О. При этом также говорят, что схема О реализует 
(с задержкой 6) совокупность функций [, [о ..., №. Построением 
схем, реализующих задаиные булевы функции, из стандартных 
выпускаемых промышленностью схем (интегральных схем. опре- 
деленного типа) с известными параметрами (например, известной 
временной задержкой д и др.), а также проектированием стандарт- 
ных схем на уровне «вентилей» (см. гл. 9) занимается инженер- 
ная дисциплина, называемая схемотехникой. 

В действительности при проектировании схемы с я входами, 
как правило, не требуется, чтобы выходные функции были опре- 
делены на каждом из 2" возможных наборов состояний входов. 
Рассмотрим, например, цифровое устройство, в котором цифры от 
0 до 9 представляются четырехразрядным двоичным кодом 8— 
4—2—1 (ДКДЦ — двоичный код десятичных цифр). На вход 
устройства, которое вырабатывает сигнал управления для формн- 
рования по двоичному представлению соответствующего ему де- 
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сятичного числа (например, для его индикации), при отсутствии 
ошибок не поступают двоичные представления цифр от 10 до 15. 
При этом часто не определяются и соответствующие им выходные 
значения. Такие совокупности состояний входов, на которых вны- 
ходные значения не определяются, называются запрещенными, из- 
быточными или несущественными наборами. Подбирая определен- 
ным образом выходные значения для таких запрещенных наборов, 
можно упростить схему. Эта идея лежит в основе решения одной 
из важных задач схемотехники, рассматривающейся в гл. 9. 

Базисные схемы. На практике широко используют простые 
схемы, реализующие такие логические функции, как отрицание 
№ тах, (ИЛИ) от п переменных, шш„ (И) от пл переменных, 
ИЛИ-—НЕ от п переменных, И-НЕ от пл переменных *. Макси- 
мальное значение параметра л определяется технологией изготов- 
ления схем, но в области допустимых значений сложность схемы 
почти не зависит от п. Схем, реализующих функцию четности рп 
и имеющих ту же сложность, что и схемы для реализации пере- 
численных функций, пока не существует. Такие схемы имеют 
сложность, почти пропорциональную и (упражнение 8.1). На 
рис. 8.2 приведены графические обозначения, краткие названия 
и реализуемые функции для всех упомянутых схем. 
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Интегральные схемы подразделяются обычно на схемы малой 
степени интеграции (до 20 вентилей), схемы средней степени ин- 
теграции (20—100 вентилей) и большие интегральные схемы (свы- 
ше 100 вентилей). Приведенные в скобках цифры, характеризую- 

* Эти н другне аналогичные им по сложности схемы называются Далее 
вентилямн. 
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щие степень интеграции схем, изменяются по мере развития тсех- 
нологии изготовления интегральных схем и поэтому являются не 
более чем временными критериями [20]. 

Задача проектирования устройств из функциональных элемен- 
тов. При разработке обычно считается известным: 

|1) можно ли использовать в качестве внешних входов кроме 
входных переменных х|, хо, .... Хх, также константы, отрицания 
входных переменных Х1, х», ..., Хи и другие функции; 

2) типы стандартных схем, которые можно использовать в ка- 
честве компонент (совокупности реализуемых ими функций и дру- 
гие параметры); 

3) совокупность выходных функций, которые должны быть реа- 
лизованы и предназначены для внешних устройств; 

4) ограничения на временную задержку и другие системные 
параметры устройства. 

Задача разработчика состоит в том, чтобы указать способ со- 
единения внешних входов и выходов некоторого числа стандарт- 
ных схем, указанных в п. 2), который позволил бы получить наи- 
более разумную с экономической точки зрения систему, реализую- 
щую указанные в п. 3) функции и удовлетворяющую ограниче- 
ниям п. 4). 

Что касается соединения внешних входов устройств, то обычно 
имеются следующие ограничения: 

а) к каждому внешнему входу и выходу компоненты может 
подключаться лишь некоторое ограниченное число входов компо- 
нент *; 

6) каждый внешний выход или вход компоненты может под- 
ключаться только к одному внешнему входу или к одному выходу 
некоторой другой компоненты схемы **. 

Для схемы (сети) № граф соединений С (№) определяется сле- 
дующим образом. Каждому внешнему входу, внешнему выходу и 
каждой компоненте системы сопоставляется взаимно однозначно 
вершина графа (каждой вершине графа присваивается имя со- 
ответствующего ей внешнего входа, выхода или компоненты). Из 
вершины 9, графа проводится ориентированное ребро в вершину 
и›, если вершине и; соответствует внешний вход или выход ком- 
поненты, соединенные с внешним выходом или входом, или компо- 
ненты системы, соответствующими вершине эо. 

При построении устройств из функциональных элементов обыч- 
но имеется также следующее ограничение: 

в) каждая компонента является схемой из функциональных 
элементов, и граф соединений С (№) не содержит ориентированных 
циклов (наличие этого ограничения будет предполагаться и в 
гл. 8, 9 данной книги). Для каждой вершины о графа С(М№) (или 
соответствующей ей компоненты схемы) определим ее глубину. 

* Кратность ответвления выхода определяется технологией изготовления 
схем; это ограниченне нзвестно как ограниченне ветвления выхода. 

** Можно соединять выходы схем типа И и ИЛИ, но функцнонально такяе 
случаи следует рассматривать как операции, выполняемые элементами И и ИЛИ. 
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1) Если в вершину о не входит ни одного ориентированного 
ребра, то положим [(9) =0. Вершинам, соответствующим внешним 
входам, также припишем глубину 0. 

2) Предположим, что определены все вершины глубины <i A 
в графе еще имеются вершины, глубина которых не определена. 
Среди этих вершин выделим те, для которых все входящие в них 
ориентированные ребра начинаются в вершинах, глубина которых 
уже определена. Эти вершины отнесем к глубине i+1. Если допу- 
стить, что вершин, удовлетворяющих этому условию в графе нет, 
то это будет означать, что в каждую из вершин с неопределенной 
глубиной входит, по крайней мере, одно ребро, также начинаю- 
щееся в вершине с неопределенной глубиной, т. е. в графе суще- 
ствует ориентированный цикл. Это противоречит предположению 
2). Следовательно, описанная процедура через конечное число 
шагов закончится, причем для каждой вершины глубина будет 
определена однозначно. 

Максимальная глубина вершин, соответствующих компонентам 
схемы, называется глубиной схемы №. Если схема N задана, то, 
как показывают приведенные далее примеры, сравнительно не- 
трудно определить реализуемые ею выходные функцин. 

Пример 8.1. Рассмотрим изображенную на рис. 8.3 систему с 
п входами и т выходами. Покажем, что функции 9, 9%, ..., бт, 
реализуемые этой системой, являются функциями (входных) пере- 
менных, соответствующих входам системы, перенумерованным 
сверху вниз целыми числами 1, 2, ..., п (функция 8; не обязатель- 
но зависит от всех входных переменных; в данном примере пере- 
менные, от которых зависят функции, не указываются). Опреде- 
лим выходные функции системы, изображенной на рис. 8.4. Так 
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Рис. 8.4. Схема и граф соединеннй из примера 
8.1 

как входами компонент глубины | являются внешние входы, то 
их выходные функции определены. Предположим, что выходные 
функции всех компонент системы глубины до { включительно уже 
заданы как функции входных переменных. Так как входами ком- 
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понент глубины 1+1 являтотся выходы компонент глубины Ги ме- 
нсе, или внешние входы, то выходные функции всех компонент 
глубины 1-1 также можно выразить в виде функций входных пе- 
ременпых. Так, выходная функция, реализуемая системой, приве- 
денной на рис. 8.4, является следующей суперпозицией функций, 
реализуемых компонентами системы: &4(хи, @1(хь, Х2), бз(62(хь, 2), 

хз)). <. 
Задача 8.1. Система, удовлетворяющая условию в), является 

схемой из функциональных элементов. Если ее глубина [, а макси- 
мальная временная задержка ее компонент равна д», то времен- 
ная задержка всей системы не превосходит [б. 

Указание. Следует воспользоваться индукцией по глубине { и определением 
глубины. 

Задача 8.2. На рис. 8.5 приведен пример средней интеграль- 
ной схемы [26] со входами Г, [., ..., [°. Найдите выходные функции, 
реализуемые на внешних выходах и ЕР. Эта схема используется для 
обнаружения одиночных ошибок, как это будет описано в приме- 
ре 8.6, и ряда других целей. 
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Рис. 8.5. Схема вычислеиия символа четности < девятью вхо- 
namu (TTL/MSI 93562) 

  
  

Указание. При Е=0 обе выходные функции РЕ и РО равны 0. Если Е=Т 
на выхоле РЕ реализуется функция четности ре, а на выходе РО — ее отрица- 
ние рэ. Включение в схему некоторого числа ииверторов связано < удобством 
технологии их изготовления. 

Упражнение 8.1. Ориентированный граф, который получа- 
ется из ориентированного дерева ($ 5.3) изменением ориентации 
всех его ребер на противоположную, называется далее г-ориен- 
тированным деревом. Если граф соединений схемы является г-ори- 
ентированным деревом, то такая схема называется древовидной. 
Рассмотрим древовидную схему №, каждая компонента которой 
имеет т входов и один выход. В г-ориентированном дереве C’(N) 
(которое получается из С(М№) исключением вершины, отвечающей 
внешнему выходу и входящего в нее ребра) из каждой вершины, 
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отличной от концевой точки (корня), выходит ровно одно ребро 
и в каждую вершипу, отличную от концевой точки (соответствую- 
щей внешнему входу), входит т ребер. Такое г-ориентированное 
дерево называется т-деревом. Покажите, что: 

1) если в т-дереве имеется п концевых точек (п равно числу 
вцешних входов), то число п’ остальных вершин (число компонент 
в схеме) равно 7’= (п—1)/ (7—1); 

2) схема М имеет глубину не менее чем [logma] *; 
3) существует древовидная схема из п—] элементов исключаю- 

щие ИЛИ с двумя входами, имеющая глубину [1002п| и реали- 
зующая функцию четности Pn. 

Решение. (1) Число ребер |Е| в т-дереве по теореме 4.11 равно п-+л/—1. 
В то же время, согласно упражнению 5.1, |Е|] =тл’ (напомним, что ориентация 
ребер ‘меняется на противоположную). Поэтому п’= (п 1) /(т—1). 

(2) Пусть Г— глубина схемы №. Тогда, по предположению, найдется, по 
крайней мере, одна вершина глубины {. Число вершин глубины [— не может 
превосходить ий1'. Следовательно, п пи, т. е. [> Порт п]. 

(3) Пусть 2-1<п<.@ (1— неотрицательное целое число). Воспользуемся 
индукцией по [. Поскольку п=1 при {=0, то р! (х1) =х1. При этом входы можно 
отождествить с выходами, и число элементов исключающее ИЛИ с двумя вхо- 
дами равно 0. Предположим, что утверждение справедливо при 0=<1<]. Рас- 
смотрим случай [=]. Положим п!=21, п=п—2*\. По предположению индук- 
цни, существует древовидная схема №(№) из п:—1 (п-—1) элементов исклю- 
чающее ИЛИ с двумя входами, имеющая глубину ]|—1 (не более j—I1) и реа- 
лизующая функцию Ра, (Xt, .» Xny) (Png (Xny +1, =». Хп). Пусть @ — это двухвхо- 

довый элемент исключающее ИЛИ и пусть М№-схема, получающаяся в резуль- 
тате подключения выходов схем № и № ко входам элемента С. Схема М яв- 
ляется древовидной, ‘имеет глубииу ] и состоит из п—| элементов исключающее 
ИЛИ с двумя входами. Ее виешней выходной функцией, согласно (7.17), яв- 
ляется Ри1(%, №, .., Хи) Ф Рпо(Хпр+1, --, Хо) = 2 Ф х› Ф...Ф х». Если п>2, то 

С’(М№) является 2-деревом. 

Задача 8.3. Докажите п. (3) упражнения 8.1, если каждая 
компонента реализует функцию ро, а выходной функцией является 
Pn UAL Pn. 

Указание. Следует воспользоваться индукцией по глубиие схемы. 

Пример 8.2. Комбинационная схема, реализующая все опе- 
рации по вычислению одного разряда суммы двух двоичных чисел, 
называется полным сумматором и обозначается через РА. Пусть 
А, В, С — три входа и $5, С’Ы— выходы, определяемые соотноше- 
ниями 5=А ФВФС, С’=Ма]з (А, В, С). Комбинационная схема с 
выходами $ и С, которые определяются соотношениями $=АФВ, 
С=А.В, где А, В — два входа, называется полусумматором и 
обозначается через НА. Если вход С схемы ЕА фиксировать, по- 
ложив его равным 0, то получится схема НА. 

Задача 8.4. На рис. 8.6 приведена схема (на уровне венти- 
лей) полного сумматора, осуществляющая сложение двоичных 
четырехразрядных чисел и реализующая описанную в упражне- 
нии 7.5 процедуру вычислений. Эта схема является типичным при- 

  

* [а] — наименьшее целое число, не менышее действительного числа а. 
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мером схемы средней степени интеграции [27]. На этом рисунке Д;, 
В; — входы схемы, соответствующие 1-м разрядам а; и 6; склады- 
васмых чисел; Со — вход, соответствующий переносу из младших 
разрядов; $;:(1=<1=—3) и С; — выходы схемы. 

Sp 8 A, 57 By Ay 52 64; SS; 

> Е» 

О АТ 
| | 

| + 
at Cz lhe 

т if 

  

            

                
  

                          
Рис. 8.6. 4-разрядный двоичный полный сумматор 

Пусть Са, Co, Cz; — выходы трех внутренних элементов НЕ— 
ИЛИ-схемы, как это показано на рисунке. Вначале следует по 
схеме проверить следующие соотношения: 

(1) С; =С;:—1-А— У С:-1- В. М А-В: i=l, 3; 

(2) C= Ci Ara VC By V Ai-1 By -1, i=2, 4; 

(3) $: = (А/В, \/ С!) С. МА, -В,-СЬ, i= 0,2; 

(4) S;=(AiV BiVC,) Cin, V Ar Bi Cy, i= 1,3. 

После этого показать, что 

(а) С; = Majs(A;-,, By-1, Ci-1), ONI<4; 

(6) S;=A,@B,@C,, 0<i<3. 
Решение. (а) Поскольку фуикция Ма]: является самодвойствениой (зада» 

ча 7.46), то соотношеиие (а) выполияется. (6) Используя (а), в (3) получаем, 
что 

S;= (AiV BiV Cy) -Majg (Az, Bz, Ci) VV Ar: Bi- Cy. 
Bupamenne Ai\VB;\V/C; принимаст значение 1, если равна | хотя бы одна из 

величин Ai, Bi, Ci Значение Majs(A:i, Bi, Ci) papuo 1, если среди величин 
A;, B, Ci не более чем одна принимает значение 1. Поэтому значение 
(А:МВ:\С:) Мар (А, В. С:) равио | только в том случае, если ровно одно 
из значений А: В;, С; равно 1. Следовательно, правая часть приведенной фор- 
мулы равна А; В; ФС:. Для того чтобы доказать (4), следует воспользоваться 
самодвойственностью функции рз (задача 7.45). 
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Полный 4т-разрядиый сумматор можно построить, например, 
из т схем средней степени интеграции, если их соединить так, как 
показано на рис. 8.7. Недостаток такой схемы — большое время 
прохождения сигналов переноса от младших разрядов к старшим. 
Известно несколько способов уменьшения задержки, связанной с 
прохождением сигнала переноса [20]. 

Ay By Ay 5,42 B, A; B; Ay By As B, Ag bs Ap By 

У УТУ 

Co [44 44 

    

            

+ ¥ yore 
Sp Sy Sp Sy Sg Ss Sq Sr 

Рис. 8.7. 4т-разрядный двончиый полный сум- 
матор 

Пример 8.3. Если функция } представлена в виде суперпо- 
зиции функций @ь бо, .., 6, то соединением компонент, реализую- 
щих функции £1, Lo, .., @, можно построить схему, реализующую 
функцию | (утверждение, обратное 8.1). 

Например, пусть {(хХ1, Х2, Хз) = в (хи, @2(Х1, Х2), Ра (Е2(хХа, x2), Xs, X2)) H 
С:, С> — компоненты, реализующие функции &:=; и 62е. соответственно. 
Схемой, выход которой будет непосредственно выходом искомой схемы, являет- 
ся С1. Входы этой схемы: внешиий вход х!, выход схемы С» и выход второй 
схемы С:. Входами схемы С» являются виешние входы xX; и Хз, а входами 
второй схемы С: — выход схемы С2 и внешние входы х2 и хз. Получающаяся 
в результате схема, реализующая функцию }, показана на рих. 8.8. 
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— yt 

МИХ; — YZ 
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xy o 1. 

у 9 

АЛИ 
Рис. 8.8. Схема из упражиеиия 8.3 Рис. 8.9. Мультиплексор Ha 

восемь входов 

Как видно из изложенного, проблема построения комбинацион- 
ных схем состоит в представлении заданной функции | B виде су- 
перпозиции функций из заданного набора 21, до, ..., в. Вообще 
говоря, функция может быть представлена в виде суперпозиции 
заданных функций многими различными способами (в дальней- 
шем мы будем иметь возможность это неоднократно наблюдать), 
а поэтому важной задачей является выбор представления, которое 
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дает в том или ином смысле «оптимальную» реализацию. В даль- 
нейшем мы должны будем определить понятие оптимальности фор- 
мально, но сразу же оговоримся, что эта задача всегда связана с 
текущим уровнем развития технологии и видоизменяется по мере 
ее развития. Критерием оптимальности не может стать простая 
сумма стоимостей компонент, так как она не учитывает стоимость 
платы, необходимой для соединения нескольких модулей, стои- 
мость соединения плат и ряд других факторов. Обычно использо- 
вание модулей, выполняющих сложные функции (с высокой сте- 
пенью интеграции), позволяет уменьшить общее число модулей в 
устройстве, и это считается желательным. 

Другая сложная проблема — выбор самой совокупности стан- 
дартных схем (базиса). Эта совокупность, в частности, должна 
позволять реализовать произвольную булеву функцию в виде су- 
перпозиции функций, принадлежащих множеству С = (2, в. ... 
.... 61) функций, реализуемых компонентами базиса; т. е. множест- 
во С должно быть полным [см. $ 8.3]. Поскольку стоимость ипте- 
гральной схсмы почти обратно пропорциональна спросу на нее, то 
стандартные схемы должны позволять: а) просто реализовывать 
широко используемые функции путем выбора в качестве их вхо- 
дов констант 0, |, переменных, отрицаний переменных и т. д. и 
6) реализовывать после относительно простой предварительной 
обработки булевы функцни, необходимые пользователю в данный 
момент, подобно тому, как это делают программируемые логиче- 
ские матрицы (см. пример 9.2). 

Задача 8.5. Комбинационная схема с т-+2т входами и, 
Yo, vey Ут» 2 20, -., от И ОДНИМ выходом g, которая при у: = 

=6;(1=1=т) выбирает из 2, 2», ..., 2.1 ВХОД 2ь,,ь,›..ьтуы И 

подает его значение на выход в качестве выходной функции р, 
называется мультиплексором (селектором) 2т каналов и обозна- 
чается МИХ.» (рнс. 8.9). Например, при т=3З и и. =1, yo=0, 

Уз=1 выход б=21, о, у =. 
1) Покажите, что произвольную функцию от трех переменных 

можно реализовать с помощью одного элемента МОХв и постоян- 
ных входов Ои 1. 

2) Используя этот результат, покажите, что произвольную 
логическую функцию от четырех переменных можно реализовать 
с помощью одного элемента МОХ, одного инвертора и постоянных 
входов 0и 1. 

3) Если в качестве входов разрешается использовать только 
Х1, Хо, Хз, а постоянные входы использовать нельзя, то с помощыо 
МОХ8 нельзя реализовать логическую функцию, для которой | (0, 
0, 0) =ГГ и] (1, 1, 1) =0. Однако можно реализовать любую функ- 
цию от трех переменных, для которой | (0, 0, 0) =0, } (1, 1, 1) =1. 
Если допустить возможность использования инверторов, то можно 
реализовать все функции от трех переменных. 

Указание. Jina доказательства утверждения (1) следует положить 

(а, а., а,)-11 =р(а1, а2, аз), (аз, а>, аз) Е. 

145



Из задачи 7.49 для доказательства (2) имеем 

ЕО, хо» Хз, X= \/ (аи, ар, аз, Х;) ха ха ха 
(в, ‚@, ‚аз) ЕТ, 

Далее следует положить И:=х, Уз=Х», Уз=хз и заметить, что каждая из функ- 

ций } (а1, 42, аз, Ха) представляет собой 0, 1, хё или Ха. 
(3) Каждый из входов совпадает с одной из переменных х:, х2, Хз. Если 

Ж=х2=хз=0, то все входы элемента МОХ, будут равны 0. Следовательно, 
в=21=х:=0. Если хи=хХ2=хз=|, ТО В=28=х;=1. Для функции, для которой 
(0, 0, 0) =0 и (1, Ь =, следует положить у=хи, у2=хХ2, уз==хз. Для каж- 
дого набора (a1, 42, аз) =ЕУз выберем одну U3 его компонент а: так, что 
Каз, Q2, аз) =а:;. Прн этом 2 (а, а: а.)-1 =. Вторая половина утверждения 

столь же очевидиа. 

Задача 8.6. Если в качестве входов разрешастся пспользо- 
вать постоянные, то с помощью девяти элементов МИХ; можно 
реализовать любую функцию от шести переменных. 

Указание. Из задачи 7.49 следует, что для произвольной фуикции [== 

Р (1, Ха,..., Хв) = \/ [ (@1, ао, @з, Хз, Хз» Xe) Хр о" 23°. 
(а, ‚а, аз) Е» 

Согласно решению задачи 8.5, функцию {(а1, ао, аз, Ха, Хь, хХ6) ((а, аз, аз) Е Уз) 
можно реализовать с помощью восьми элементов МОХ. Если выходы этих 
элементов подключить ко входам 21, 22, .., 2в еще одного элемента МОХ, то, 
положив и:=х;:(1<1=<3) и основываясь на приведенной формуле, можно pea- 
лизовать функцию (хи, Хо, ... хв) (рис. 8.10). 

  

    
  

Ал, ....0) fap. 1,1,1) F£(41,1,0,0,0) FULL NGI) 

— 24 — 24 

МИХ 9  -—-— MUX 25 
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MUX — Lo 

      
f(x4,X2, 109) 

Рис. 8.10. Представление произвольной функции [= 
с помощью МИХ 

Задача 8.7. Покажите, что если в предыдущей задаче разре- 
шить кроме постоянных входов использовать в качестве висшнего 
входа также Х7, то с помощью девяти элементов МИХ, можно ре- 
ализовать произвольную функцию от семи переменных [(хи, Х», ... 
eon y x7) . 

Указание. Пользуясь утверждением (2) задачи 8.5, покажите, что с помощью 
восьми элементов МОХз первого каскада схемы из предыдущей задачи можно 
реализовать f (a1, G2, аз, Ха, Хз, Хв, x7). 
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Задача 8.8. Обобщитс задачи 8.5—8.7 на случай произволь- 
ных элементов МИХ. ш. 

Задача 8.9. Найдите дизъюнктивную нормальную форму, 
представляющую выходную функцию & элемента МОХ.т. 

Решение. Используя разложение (1) ‘из задачи 7.49, получаем 

5, „6 b в= V ЗВ, 6... «БП И" 4. Ут. 
(5,,6,,... 6, EV, 

8.2. Суперпозиции и полные системы функций [13,28] 

До настоящего времени понятие суперпозиции фуипкций фор- 
мально не было определено и использовалось в предположении, 
что оно интуитивно понятно. Однако здесь для рассмотрения пол- 
ных систем функций необходимо его определить строго. 

Ilyctb ,E&Bm, Gic BnU {x1, Xo, ..., Xn}, lism. 
Через 

Я (61, &»..., @т) (8.1) 

будем обозначать функцию из „, которая на наборе АУ), при- 
нимает значение &(2:(А), &2(4), ... , би(А)). В случае, когда д; яв- 
ляется переменной х;, будем рассматривать х; как функцию на У» 
в соответствии с соглашением в $ 7.3, т. е. считать, что g;(A) 
представляет /-ю компоненту А. Из соотиошений (7.15) — (7.17) 
и упражнения 7.4 для б:=, (1<1=<т) получаем 

Max, (G1, Ber---> Em) =81V B2V--- V Emi (8.2) 
min, (21, Bas-.-» Em) =81° Be" --- Em: (8.3) 

Pr (E> 5,..., т) = 81 ФФ... 5, (8.4) 

т. е. операции У, -, Ф на множестве функций задают представле- 
ние соответственно функций тах, шшо и р2. Выражение (8.1), 
рассматриваемое как последовательность из символов &1, 5, ... 
... @т, запятых и скобок, называется формулой. Для того чтобы 
ввести общее понятие формулы и функции, которую она представ- 
ляет, удобно воспользоваться представлением формулы в виде 
ориентированного дерева. 

Пусть < — подмножество множества Я (не обязательно ко- 
нечное). Пусть =. При рассмотрении {| как символа, обознача- 
ющего: функцию, будем называть его именем функции. До тех 
пор пока это не приводит к недоразумению, один и тот же сим- 
вол далее используется и как название функции, и как функция, 
которую он представляет. При этом множество названий функ- 
ций из 5? также обозначается через <? (эти соглашения относят- 
ся также к переменным и их названиям). Положим УХ-== {х:| {= 
=], 2, ...} и УХ.= {ха Хо, -.., Хт}. Если функция [=Я„ сущест- 
венно зависит от И переменных; то положим, по определению, 
(Г) =п. Условимся считать, что % (0) =» (1) =0 для констант 0 и 
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1. Конечное ориснтированное дерево Т называется 5?Х-деревом*, 
если оно удовлетворяет двум условиям: 

1} именем концевой вершины является либо имя переменной, 
принадлежащей УХ, либо имя константы &, содержащейся в 5?; 

2) именем любой вершины 9, отличной от копечной вершины, 
является имя функции из 9. Из вершин о с именем в выходит 
v(g) ребер; номера этих ребер — целые числа 1, 2,...,\(5). 

Если имя кория &’Х-дерева Т (конечной вершины СТ) при- 
надлежит “7, то такое дерево называют также 5-деревом. 

На рис. 8.11 приведен пример Y&-nepepa. B данном случае 

£={0, £1, 82, Es}, v(gi)=2, у(Е2) =3, у(8з) =1. 
Вершины &Х-дерева Т, именами которых являются символы 

множества 5, пазываются 5?-точками; при этом вершины, имена- 
ми которых являтотся символы УХ, называют- 
ся Х-точками. Максимальное зпачение длины 
орнентированного пути, идущего из корня в 
конечную точку дерева Т, обозначим через 
Е(ТГ) и назовем глубиной Т. Если дерево Г со- 
стоит лишь из одного корня, то положим 
Г(Т) =0. Максимальное значение пидекса име- 
ни Х-точки дерева Г обозначим через п(Г) (ес- 
ли дерево пе содержит Х-точек, то положим 
п(Г)=1!). Для дерева, изображенного на 
рис. 8.11, 2(Т) =3, п(Г) =6. 

Задача 8.10. Рассмотрим <3-дерево Т. 
Рис. 8.11. Пример 52- 1) Ориентированное поддерево Т”’ дерева 
дерева Г, корнем которого является вершина 9, от- 

личная от корня дерева Т, является 9РХ- 
деревом; если о является 5?’-вершиной, то Т’—9?-деревом и 
ЕТ) < ЕСТ). 

2) Ориентированное дерево, которое получается при замене 
Г’любым другим 5РХ-деревом, является 3?-деревом. 

  

Указание. Утверждения следуют ‘непосрелственио из определений ?-дерева, 
#X-xepena ни ориеитированного подлерева ($ 5.3). 

Определения формулы и функции, представляемых 5РХ-дере- 
вом. Формулой ф(Г), представляемой YX-nepespom T, является 
последовательность символов, которыми могут быть имена функ- 
ций из 5, имена переменных из УХ, запятые и скобки. Формула 
Фф(Т) представляет некоторую функцию из „ для произвольного 
целого числа п—п(ТГ). Эта функция р„(ф(Г)) (кратко обозцачае- 
мая через р„(Т), индекс п может опускаться, если он понятен из 
контекста) определяется по индукции следующим образом: 

1) Если Ё(Т) =0, то имя корня [ представляет собой либо од- 
ну из констант 0, 1, либо одну из перемепных х:. По определе- 

* Для удобства граф, состоящий из одиой вершины и не содержащий ребер, 
будет также иазываться орнентированным деревом. Эта вершина является кор- 
ием и концевой вершниой дерева одновременно. 
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no, @(7)=/, pn(T) =l. B последнем равенстве константа или 
nepemetinan | paccMaTpHBaeTca Kak PyHKyHA (§ 7.3). 

2) Пусть 1<[(Т)=^. Предположим, что g, р определены до 
глубины Е—1 включительно. Пусть & — имя корня и Г; — ориен- 
тированное поддерево, корнем которого является концевая точка 
ориентированного ребра, выходящего из корня и имеющего имя 
i(ixixv(g)). Torna 

9 (7) = 2 (Ф(Г,), Ф(Т.),..., Ф(Т. (к); (8.5) 

Pn (Г) — 8 (Py (7), Pn (Г.), weer Dn (Ty (g)))- (8.6) 

Формула, которую представляет 3?-дерево, изображенное на 
рис. 8.11, имеет вид &2(51 (0, &1 (ха, хз)), хь, @з(хз)). 

Для 3?-дерева Т формула q(T) пазывается ?-формулой; по 
определению, 

Ф — существуют п и ?-дерево Г | 4 

т u такие, что [=р»(Т) 
(8.7) 

Если |=р»„(Т), то говорят, что f может быть получена как су- 
перпозиция функций из ® глубины Ё(Т). 

Задача 8.11. 1) Ф=Ф. 2) Если ®, =, то < 9.. 

Указание. Решение следует непосредственно из определений. 

Приведенное определение р„ дает способ нахождения значе- 
ния функцни, представляемой 3?-деревом Г, на произвольном на- 
боре (а, а?, ... ап) Е У». 

Этот способ заключается в следующем: 
(1) Х-вершине Г с именем х; сопоставляется значение а:. 
(2) ?-вершииам, именами которых являются константы, со- 

поставляются значения соответствующих констант. 
(3) Пусть и — произвольная 3?-вершина с 

именем д. Если конечной точке 9; ориентиро- 
ванного ребра с именем 1, выходящего из 72 
v(l<t<v(g)), conoctapneHo значение вВ:, то 
вершине о при этом сопоставляется значение 
8 (в, bo, omey by (gy). 

(4) Описанные выше операции повторяют- Я 
ся до тех пор, пока не будет достигнут корень , 
дерева. Значение, сопоставляемое корню дере- Я 93 
ва, является искомым значением функцни. 

Задача 8.12. Пусть {=р»(Т) и Т является I 
&-nepesom. Тогда функцию [| можно реализо- | 

  

      

  

        

          

      

    вать с помощью схемы Л глубины Р(Т), ком-     понептами которой являются схемы, реализу- 
Ty Ly Up ющие функции с пменами 5?-вершин, отлич- 

ных от конечных вершин Г. Рис. 8.12. Схема, реа- 
лизующая — функцию, 

Указаиие. Следует воспользоваться иидукцией по  представляемую 8 Q- 
L(T). Для 5?-дерева, изображенного на рис. 8.11, соот- деревом, изображен- 
ветствующая схема показана иа рис. 8.12. иым иа рис. 8.11 
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Упражнение 8.2. Если вет, gi (LNBn)UVXn (Six 

<m), TO f=2 (£1, 22, .-, 8m) EL. 

Решение. По предположению, существуют ?-дерево То такое, 4TO g= 
=Pm(To), un 57Х-дерево Т’; такое, что &;=рт(Т’:). Если Г(То) =0, то & является 

константой и [=ве47. Предположим, что Г (То) >—1. Пусть во — имя корня То, 
9=9(80) и Ток — ориентированное поддерево То, корнем которого является кон- 
цевая точка с» ориентированного ребра, выходящего из корня и имеющего имя 
h(l<h<g). Рассмотрим ориентироваиные деревья Т и Го», получающиеся соот- 
ветственно из То и Гов в результате замены каждой их Х-вершины с именем х; 
на дерево Т’; (рис. 8.13). Индукцией по Ё(То) покажем, что Т является 5?-де- 

  

  

  

Рис. 8.13. Иллюстрации к упражиению 8.2: 
а — ориеитироваииые поддеревья Ток(1<й<49) 5?-дерева То, бов==рт (Ток), 
£=Pm(T0o); 6 — %®Х-дерево T's, в:=р»(Т’:); в — -дерево Т; г — ориеити- 
роваиные поддеревья Т»(1<й<4) дерева Т, бок(Рь 62 „.„ Em) =Pn(Ta) 

ревом и [=р»(Т). Предположим, что доказываемое ‘утверждение верно при 
O<L(To) <k, nu пусть Ё (То) =^. Если положить бок=рт (Тек), то из (8.6) будет 
следовать, что 

& = 80 (Вол, 802» ..» › Loq)- (8.8) 

Iipexnonomxum, uro Ta aBanetca &-nepesom. Tax xax L(Torn) <<, To, No nmpegno- 
ложению индукции 

Вов (21, 62, ... , бт) == фп (Т»). (8.9) 

Если в является Х-вершиной с имением ха, т. е. если вов=хя, то Ть=ГЯЧ и, 
следовательно, 

1 = рп (Г»). (8.10) 
Из равенств {[=6(61, 62, ... бт), (8.8)—(8.10) получаем 

f= о (pn (Г!) » Pn (T2), oo 9 Pn (То). 

Согласио (8.6), правая часть последнего равенства равна Pn(7). 

Определение полной системы. Если множество булевых функ- 

ций 5? таково, что Ф=%, то % называется полной системой. 
Другими словами, множество булевых функций является полным, 
если произвольная булева функция может быть представлена в ви- 
де суперпозиции функций из 9. 

Упражнение 8.3. Если 9, — полная система и <, то 
о. также является полной. 

Решенне. Для произвольной функции =, по предположению, существует 

такое -дерево Т, что {=р»(Т). Пусть п=у(Р). Если Ё(Т) =0, то |=. 
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Tipeanonoxum, uto OX L(T) =A, =, и рассмотрим случай Ь(Т) =Ё. Пусть & — 
имя корня, Г: — ориеитированное поддерево дерева Т, корень которого — кон- 
цевая вершина Uzi ориентированного ребра с ‘именем & выходящего из корня. 

Если 9; является %-вершиной, то ЁБ(Т1) <Е(Т) и р» (Т:) =. Если же 0 
имеет имя х;, то р»(Т:) =х). Кроме того, из (8.6) имеем [=#(р»(Т*), р»(Т2), -.. 

sey PalT ya) )). Tak kak gELY,;CH2, To, cornacHo ynpaxuernio 8.2, fEY2. Cre- 

довательно, Bf». 

Упражнение 84. Покажите, что следующие системы функ- 
ций являются полными: (1) 5? = {М, mine}; (2) о= {М, maxo}; 
(3) Prna=—{HE—VW от двух переменных}; (4) ’хо={НЕ-—- 
ИЛИ от двух переменных}; (5) с = {1, ming, po}. 

Решение. Вначале докажем полноту системы :,={М, ши, тах2}. Посколь- 
Ky O=mine(N (x1), x1), l=maxe(N(%1), х1), ха=пиП2(х1, Хи), то предположим, 

что Я<%:, Ясь. Для произвольной функции |=» ‘из (7.25) имеем 

ф= тах2 (пупа (М (хи), Е, =0), та (ха, =1)). Поскольку ри.» [109 1, NEL1, 

то ‘из упражнения (8.2) получаем Ге. 
(1) Согласно правилу Де Моргана, тах2(х!, *2)=N(mine(N(x1), N(x2))). 

Из упражнения 8.2 получаем <. Отсюда и упражнения 8.3 следует пол- 
нота системы функций (1). Аналогично доказывается полнота системы функций 

(2). Tak Kak N(x1)=mina(%, x4), mine(%1, x2) =N(mine(x, x2)), to Prclna 
(3). Полнота системы функций (4) доказывается аналогично (5). Поскольку 

min2 (x1, х2) =р2(1, пита (ха, хг)), то PracLa. 

Одним из достаточных условий для того, чтобы система фуик- 
ций 57 не была полной, является следующее: 

$=% Че, 1-9. (8.11) 

Лемма 8.1. Пусть М — множество всех монотонных функ- 
ций, [, — множество всех линейных функций, a=V; H Ug — мно- 
жество всех булевых функций таких, что | (а, а, ..., а) =а (число 
переменных может быть любым), О — множество всех самодвой- 
ственных функций. Тогда M=M, L=L, Ug=O0,(ae&V;), D=D, u 
ни один из этих классов функций не является полным. 

Доказательство. Пусть  — это один из перечисленных клас- 

сов функций. Для произвольной функции |=97П%,„ существует 
3"-дерево Г такое, что [=р» (Г). Пусть & — имя корня этого дерева 
и 1=%(8). Тогда, если Г (Т) =0, то {=ве7. Предположим, что 
0—2(Т) <, [= $, и пусть 2 (ТГ) =k. Согласно соотношению (8.6), 
существует 5Х-дерево ТГ; (1<1{=<т) такое, что 

f=g (en (73), Pn (72),.--2 On (Tm), 

roe L(T;) <(L(T). Wlonoxum gi=pn(Ti). Ecnn 7; apnnetcn &-nepe- 
вом, то, по предположению, в:ЕЗ”. При этом если gi=x;, TO 
функция х; не принадлежит ни одному из семейств функций, пе- 
речисленных в лемме, т. е. д.97. Следовательно, для заверше- 
ния доказательства леммы достаточно показать, что для произ- 
вольных РЕЛЗ’П вт, От, В, -.. , бпЕЗП и fee (i, Be... 8m) EL. 
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(1) Пусть ?=М. Поскольку g;(A)<g;(B)(1<ixm) для 
произвольных наборов АВ, А, ВеУ,, то КА) =в(81(А), 
82(А), -.., Ет(А)) = Е (Е (В), &>(В), ..., ви (В)) =КВ), т. е. [=М. 

(2) —(4) Доказательство аналогичное (проверьте). 
(5) Пусть =). Поскольку (А) = (А), 2;:(А) =в: (А) (1= 

<—#=т) на произвольном наборе АИ), то {(А) =8 (51 (А), ... 

gai rN) НЕЕ), =, вы (А)} 8 (8A), ~~» ee (A) ПА, т. е. 
=D. 

С другой стороны, (1) М, р & М (задача 7.22), (2) пшо 9 [. 
(упражнение 7.9), (3) 14 (0ь (4) ОЕОЦ,, (5) р- ЕО (задача 7.45). 
Из (8.11) следует справедливость леммы. 

Теорема 8.1 (теорема Поста). Система функций с: явля- 
ется полной тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следу- 
ющим условиям (1) — (5): 

(1) GEM (HP содержит, по крайней мере, одну функцию, не 
являющуюся монотонной); 

(2) Е (5 содержит, по крайней мере, одну функцию, не 
являющуюся линейной); 

(3) 3? 0 (существует функция ge такая, что @ (0, 0, ... 
..., 0) =1); 

(4) РО! (существует функция gel такая, что & (1,1,... 
.., 1) =0); 

(5) LED (H conepxuT, по крайней мере, одну функцию, не 
являющуюся самодвойственной). 

Доказательство. Необходимость. Если LCM, To, по определе- 

нию, с-М. По лемме 8.1 572%, т. е. система 5? полной не явля- 
ется. Точно так же проверяется необходимость условий (2)— (5). 

Достаточиость. Случай А: < содержит константы 0 и 1. Пока- 

жем, что М№(х,) ЕР. По условию (1) существует немонотонная 
функция б1Е 7. Положим *(51) =ип1. Так как по определению су- 
ществует нсположительная переменная х;, то а;еУ! (15еь 1] = 
<M) H 

81 (21,545 Я; 1, 1, @;--1,.-.з ав,) = 0; 

51 (а1,..., Q;-1) 0, Qitty.-« a,,)=1. 

Следовательно, / (хи) = 81 (аи, ... , а, М, агнь --- , @п) EP (упраж- 

нение 8.2). Далее покажем, что ming]. Ilo условию (2) cy- 
ществует нелинейная функция &2е=З?. Положим 4(82) =12. Из 
упражнения (7.9) получаем равенство 

52 (x,@ ...BXn,) = С Фс! х.Ф .. . Фсм, Xn,® Cio xy Хх ... Ф 

D Cty ty... Ха Xi. XepD~.. DCI. ny м Х2-..Хп», (8.12) 

в котором константы равны 0 или 1. Так как функция не явля- 
ется линейной, то некоторые коэффициенты степени 2 или выше 
отличны от нуля. Выберем один из ненулевых членов степени 2 и 
выше, который имеет минимальную степень; пусть соответствую- 
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щий коэффициент есть Cz,¢,...4,(R=2). Ecnu B ®yHKUHIO go(%},... 

w+) %n,) подставить х:, =, Xi, = %X2, Xi, =1 (8XfSk), a ocTans- 

ные переменные положить равными 0, то полученная в результа- 

те функция [(х1, х2) лежит в 5. В результате такой подстановки 
WOH City...ig Xi, Xt, Xj, В (8.12) перейдет в хих2, а остальные чле- 

ны степени А и выше будут равны 0 (так как, по крайней мере, 
одна из входящих в них переменных будет равна 0). Далее, так 
как, по предположению, А>—2, то коэффициенты при членах сте- 
пени от 2 до R—1 включительно равны 0 и }{(х1, х2) =4 @ с; мФ 
Фсь, х.Ф мих., где 4=со Фе, ... Фа,. Следовательно, [(х! Фсь,, 
х.Фс:, ) =аФсис,Ф мл. Положим hy(x;) =x, при с: =0, 
№ (х1) =М (х!) при сь=1, №2 (х2) =х2 при с’ =0 и 12 (х2) =М (х2) 

при си =1. Тогда М, =, и функция [(й1 (х!), В2(х2)) также бу- 

дет принадлежать 3 (упражнение 8.2). Эта функция совпадает с 
Ming, ecnH do @ сис, =0, и с М(п!ш2), если 4 Ф сысг, =1. Отсюда 
и упражнений 8.3 и 8.4 следует, что система функцин 9? является 
полной. 

Случай Б: содержит константу 1, но не содержит констан- 

ту 0 (если LY содержит 0 и не содержит 1, теорема доказывается 
аналогично). 

По условию (4) существует функция 545” такая, что 54(1, 

1, ..., 1) =0. Так как 1е=, то 64(1, 1, ...,1) =0е=, получили про- 
тиворечие. 

Случай В: $ не содержит констант. 
По условию (3) существует функция 6: такая, что дз (0, 

0, ..., 0) =1. Функция йл (5х1) = 8з(ж, хь, -.., м) может быть либо 

константой 1, либо функцией М (х!). Однако так как пеЕФЗР, то, по 
предположению, эта функция совпадает с № (хи). По условию (5) 
в 57 существует функция 25, не являющаяся самодвойственной. 
Нусть (85) =п5. Так как эта функция не является самодвойст- 
венной, то найдется такой набор (ат, Qe,...,An,)EVn,, ITO 

Es (ат, @>,...› An,) = 8s (a,, а2,..., Qn,). (8.13) 

Пусть р (х1) — функция, которая получается при замене перемен- 
ных х; функции 65 (хы, хо, ...,Хл, ) таких. что а‚=0, на хь, а осталь- 

ных переменных на №(х!). Имеем ре”. Из (8.13) получаем 
2 (0) —= 55 (@1, а›, ..., ат, } = 65 (а1, Ц, --- ‚ ап, ) =fe(1). 

Следовательно, [2 является Константой. Получили противоре- 
чие. 

Следствие 8.1. Функция 5еЕ образует полную систему 
{2} тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующим 
условиям теоремы 8.1: (3) & (0,0, _...,0) =1, (4) 2(1,1,...,1)=0 
и (5) & не является самодвойственной. 

Доказательство. Необходимость указанных условий следует из 
теоремы 8.1. Покажем их достаточность. [о условиям (3) и (4) 
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функция & не является константой. Пусть (5) =п. Если пред- 
положить, что & монотонная функция, то 21 (а1, а», ..., а») < 8 (1, 
1,..., 1) =0 для произвольного набора (аи, а», ..., ав) Е». Полу- 
чили противоречие. Следовательно, условие (1) выполняется. До- 
пустим, что & ——одна из линейных функций Pp HAH pn. Тогда, 
как следует из задачи 7.45, число п оказывается четным. Однако 
при этом р„ не удовлетворяет условию (3), а р, — условию (4). 
Вновь получили противоречие. 

Задача 8.13. В 2 выделите функцин, каждая из которых об- 
разует полную систему. 

Решение. Функции |(хн, х2), удовлетворяющие условиям (3) и (4) след- 
ствия 8.1, имеют следующую совершенную дизъюнктивную нормальную форму: 
(хи, X2) =XXo\VF(O, 1) хх, 0)хах.. Так как { не может быть самодвой- 
ственной, то {(0, 1) =Р, 0). Если последние два значения равны 0, то {[=5ах2 = 
=х!\/х. (функция НЕ-[ИЛИ от двух переменных); если же эти значения рав- 
ны 1, то [=хахг (функция НЕ-—И от двух переменных). 

Задача 8.14. Найдите число функций в , каждая из кото- 
рых образует полную систему. 

Решение. Число функций в Я», удовлетворяющих условиям (3) и (4) след- 

ствия 8.1, равно 22"-2. Среди них имеется 92П—1-1 самодвойственных функций. 
Это следует из задачи 7.43, так как на каждой из 2"—‘—] неупорядоченных пар 
наборов значений переменных самодвойственную функцию можно определить 
независимо от других наборов, положив ее равной либо 0, либо 1 (пара наборов 
(0, 0, ..., 0) и (1, 1, ..., 1) исключается). Следовательно, искомое число рав- 

но 22-222 1—1, При больших п приблизительно каждая четвертая функция 
B &, образует полную систему функций. 

Задача 8.15. Функция МОХ из задачи 8.5 не образует пол- 
ную систему функций. 

Указание. При решении задачи 8.5 было показано, что рассматриваемая 
функция не удовлетворяет условиям (3) и (4) следствия 8.1. 

Полная система функций 5 называется безызбыточной, если 
при исключении из нее любой одной функции она уже не являет- 
ся полной. Положим 9. =М, YGo=L, S3=Uo, Va=U, Ls=D. 
Для ве и 1<]<5 положим Р;(8) =1, если в <, Р;&)=0, 
если 2ЕЕЗ?,. Далее для любого конечного подмножества == 
—: (51, 52, ..., бт) множества 8 определим следующую матрицу из 
т строк и пяти столбцов: 

Р(+) =(Р;(в)И <а<т, 15]55). 
Следующее утверждение является следствием из теоремы 8.1. 
Следствие 8.2. Подмножество = {51, в, ..., бт} множест- 

ва 5 является безызбыточной полной системой функции тогда и 
только тогда, когда каждый столбец матрицы Р (57) содержит, 
по крайней мере, один символ 1 и для каждой строки найдется, 
по крайней мере, один столбец, который имеет символ | только в 
этой строке. 

Упражнение 8.5. Пусть = (51, 8», ..., 8ш) — безызбыточ- 
ная полная система функций. 
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(1) Пусть а1=0, в2=1. Тогда т равно 3 или 4. Если т=—4, то 

пры естественном упорядочении &з= раны (1—1), а 84 является 
монотонной функцией с %(54) > 2. 

(2) Если 5'=0 (или 1) и 15? (06 $2), то т равно 2 или 3. 
(3) Если < не содержит констант, то 1<т= 3. 

Решение. (1) Первой и второй строками матрицы Р(5?) в данном случае 
являются соответственно (0, 0, 0, 1, 1) и (0, 0, 1, 0, 1). Согласно следствию 8.2, 
существование строки (строк), которая (которые) имела бы символы 1 в первом 
и втором столбцах, означало бы, что п=<4. Если т=4, то без ограничения 
общностн можно считать, что третья и четвертая строки имеют соответственно 
вид (1, 0, —, —, —и (0, 1, — —, —) (знак «—» показывает, что соответ- 
ствующая компонента может быть произвольной). Следовательно, Bs есть Pn 
илн р», а 6: — нелинейная монотонная функция, т. е. монотонная функция с 
\ (24) —=2. Если п четио, то третьей строкой может быть либо (1, 0,0, 1,1), либо 
(1, 0, 1, 0, 1), но в таком случае можно исключить либо первую, либо вторую 
строку. Получили противоречие. 

Следовательно, п является нечетным и п>3. Если @з представляет собой рз, 
то третья строка (1, 0, 1, 1, 0), ин мы вновь приходим к противоречию. Если 
же 2з представляет собой р», то третья строка (1, 0, 0, 0, 0). При этом чет- 
вертой строкой является (0, 1, 0, 0, —). Все условия следствия 8.2 для Р($?) 
выполняются. 

(2) Если g1=0, 142% (gan в.=1, 062? доказательство аналогично), то 
первой строкой является (0, 0, 0, 1, 1). Функции 4, удовлетворяющие усло- 
вию (3) теоремы 8.1, ие являются константами. Пусть &2-—одна из таких 
функций, удовлетворяющая условию (1). Если #2 удовлетворяет также усло- 
вию (2), то т=2. Если она не удовлетворяет условию (2), то необходима еще 
функция, удовлетворяющая условию (2). 

(3) Пусть 61: -— функция из &, удовлетворяющая ‘условию (3) или (4) 
теоремы 8.1; 6. удовлетворяет также условию (1). Из следствия 8.2 m<4, 
Предположим, например, что т=4. Каждая из фуикций 21, 22, Ls, & удовлет- 
воряет ровио одному из условий (2)—(5) и че удовлетворяет трем другим. 
Отличными от констант линейными функциями, удовлетворяющими условию (5) 
и не удовлетворяющими условию (2), являются лишь функции р» и ра (1—1). 
Однако каждая из этих функций удовлетворяет либо условию (3), либо усло- 
виню (4). Получили противоречие. 

Задача 8.16. Пара функций 5? =={М, &} образует безызбы- 
точпую полную систему функций в том и только в том случае, 
если функция & линейная, но не самодвойственная и принадле- 
жит либо Шо, либо Uj. 

Указание. Первой строкой матрицы Р(5?) является (1, 0, 1, 1, 0). Отсюда 
и следствия 8.2 следует рещение задачи. 

8.3. Булевы формулы [11—13] 

Положим в= {0, 1, №, шт», тах„|т>2}. Булева формула 
фв(Т), соответствующая 5УвХ-дереву Т, определяется по индук- 
цин следующим образом. Пусть = — имя корня 9 дерева Т. Если 
ЕЕ Зв и (5) =0, то пусть 9; (1<1<%(5)) — это концевые точки 

ориентированных ребер, выходящих из и, и Г; — поддерево дере- 
ва ТГ, корнем которого является вершина у:. 

(1) Если (5) =0 или вЕЕУХ, то 

Фв (Т) == 5. (8.14) 
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(2) Если в=М, то 

Фв (Г) = (Фв(Г,)). (8.15) 
Если глубина Т! равна 0, т. е. фв(Т!) представляет собой 0, 1, х,, 
то скобки опускаются и фв(Т) =Фв(Т!1). 

(3) Если в=пИшю, то 

Фв (ТГ) = (Фв(Г,)) (Фв(Го))...(Фв (Г»)). ° (8.16) 
Так же, как и в случае (2), если Ё(Т;) или Е(Т.) =| и именем 
корня Г; является М, т. е. если фв(Т;:) представляет собой О, 1, 
хь Х;(1<]), то внешние скобки в выражении (фв(Т;)) опускают- 
ся. 

(4) Если = тахи, TO 

Фв(Г) = (Фь(Т,)) У (Фв (Г»))\/ ... М (Фв (Г). (8.17) 
Условия исключения скобок такие же, как и в случае (3). 

Выражения хи, Хи, (х,), (м УХ2) - Хз, (X1-X2) VX3 являются буле- 
выми формулами. В булевых формулах вида (8.16) знак «-» мо- 
жет опускаться. Выражения, полученные после исключения ско- 
бок в соответствии с соглашениями о порядке выполнения опера- 
ций, принятыми в $ 7.2, также называются булевыми формула- 
МИ. 

Если переписать булеву формулу в терминах операций \, ., 
—, то она превратится в ?в-формулу* в смысле определений, 
введенных в $ 8.2. При п(Т) <п булева формула Е=Фв(Т), по 
определению, реализует функцию р„(Т); при этом вместо р» (Т) 
используется запись р„(ЁР). Иногда символ ро» опускается, и функ- 
ция, реализуемая формулой Ё, обозначается также через Г. Вве- 
дениые в $7.4 элементарные конъюнкцин, элементарные дизъ- 
юнкции, переменные х:, дизъюнктивные нормальные формы, конъ- 
юнктивные нормальные формы — булевы формулы. Если F= 
=Ф<в(Т), то определим п(Р)=п(Т). Если Р:, Е — булевы форму- 
лы, п=тах{п (ЁР!), п(Е5)} и pn(Ft) =pn(Fe) или р» (Р1) <pn (Fe), 
то будем писать, что ЕР! = Ё2 или ЕЁ. < Е.. 

Далее рассмотрим обобщение правила Де Моргана. 
Двойственная булева формула. Предположим, что в булевой 

формуле Ё написаны все знаки «-» и все скобки (хотя, в принци- 
пе, их можно было бы опустить в соответствии с соглашениями о 
порядке выполнения операций \/ и -). Если в булевой формуле Р 
заменить все знаки операций \У на - и наоборот, а также поме- 
нять местами символы 0 и 1, то получится новая булева формула, 
которая называется двойственной к ЕЁ и обозначается через 2“. 

Например, двойственной к булевой формуле х,\ (%2-хз-1)} являет- 

ся хи+ (М хз\ 0). 
Теорема 8.2. (Обобщение правила Де Моргана). Функция 

й, реализуемая булевой формулой 24, двойственной к булевон 
формуле РЁ, двойственна функции |, реализуемой формулой Р. 

* Ситуация иная, если х; также является булевой формулой. 
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Доказательство. [lyctb n(F)<in u f=—pnl(F), h=pn(F2). По 
определению булевой формулы, существует &вХ-дерево Т такое, 
что Е=Ффв (ТГ). Пусть ТГ —это ®,Х-дерево, которое получается из 
Т, если помепять местами соответствснно имена вершин Ои |1, и 
функции ши и тах„(т-—>2). Индукцией по глубине [ дерева ТГ 
покажем, что Р@—=ф(Т4) и =}. При [=0 булева формула ЁР 
имеет вид 0, | или х;, и справедливость доказываемого утверж- 
дения очевидна. Предположим, что утверждение справедливо при 
всех [<], и рассмотрим случай [=7{. Пусть 5 (или 89) — имя кор- 
ня 9 (57) дерева Т(Т4) и Г; — ориентированные поддеревья де- 
рева Г(Т9), корнями которых являются концевые точки орненти- 
рованных ребер, выходящих из корня v (v4) (1<ci<cv(g)). Поло- 
жим ЁР:=9фв(Т:) и [=о»(Ё:). По предположению индукции Р4;= 

=¢n(T%), [i=pn(F%). __ — 
(1) Если в=М, то из (8.15) получаем ЁР=(ЁР), f=f,, Fe= 

= (Е), в, = (п) =. 
(2) Если в=шй, то из (8.16) получаем Р=(Ё\) - (Ё2) - -.. 

-.. * (Рт), [=р-р- -.. т. При этом из предположений индукции 
следует, что 

Р.= (РТ) М (Е) ...М (Ем), ВХ) = И (ХВ (ХУ... МР (Хо) = 
= F(X) V fo (Xn) V.-. Vim (Xn) 
=f (Xn) -fo(Xn)---- Fm (Xn) = 
=f (X,) =f" (Xp), tae Xq= (Ky Kore Xn» Xn=(Kp Xayeeey Жо). 

(3) Если g=maXm, то доказательство аналогично (2). 
Следствие 8.3. Пусть Р%, Е4› двойственны соответственно 

булевым формулам Р:, Ё>. Если Р.Р, то Р4=<ЁЕ4. Следова- 
тельно, если Р,=Р2, то Ра, = 4.. 

Доказательство следует из тсоремы 8.2 и задачи 7.42. 
Следствие 8.3 является законом двойственности. 
Задача 8.17. Пусть ЕР двойственна булевой формуле Р. 

Функция [=р„ (К) является самодвойственной тогда и только тог- 
да, когда F=F4, 

Решение следует из теоремы 8.2. 

Задача 8.18. Ма]з(хи, №, хз) = (хи. х2) У (ха - хз) У (хз-хи) = 
= (x1 V X2) . (х2\М хз) ° (хзМ хи). 

Указание. Следует воспользоваться тем, что функция Ма]з камодвойственна 
(задача 7.46), а также утверждениями задач 7.24 и 8.17. 

Схемы из элементов 53 и двоиственные схемы. Схемы из 
функциональных элементов, компонентами которых являются ин- 
верторы, элементы И и ИЛИ, называются 5’в-схемами. Если в 
Фв-схеме М каждый из элементов И и ИЛИ заменить соответ- 
ственно элементом ИЛИ в И с теми же числами входов и выхо- 
дов, оставив конфигурацию соединений без изменений, то полу- 
чится новая схема, которая называется двойственной к исход- 
ной и обозначается через №. 
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Упражнение 8.6. Если 9?в-схема № реализует функции А, 
р, -..,[т, то двойственная схема № реализует функции {41, [4 ... 

d 
... 93 т 

Решение. Воспользуемся индукцией по числу А компонент схемы. При №=0 
утверждение очевидно. Предположим, что опо верно при всех <}, и рассмот- 
рим случай =]. Так как в графе соединений С(М№) схемы М нет ориентиро- 
ванных циклов, то в ием найдется вершииа 0, соответствующая компоненте 
схемы, такая, что все выходящие из нее орнентированиые ребра входят в вер- 
нины, соответствующие внешним выходам. Выходную функцию этой компоненты 
обозиачим через {. Пусть 91, 12, .., 9в — вершины графа С(М), из которых вы- 
ходят ориентированные ребра, входящие в вершину 9, и 6: — выходная фуик- 
ция компоненты, соответствующей вершине о:. В С(№) вершины обозначаются 
теми же символами, что и соответствующие им вершины С(М№), но с индек- 
сом 4 вверху. По предположению индукции, выходной функцией компоненты 
9; является 01“. Если 0 —-вершина, соответствующая инвертору, то выходной 
функцией { вершины и будет ё1, а выходной функцией вершины 98 — функция 
#1“ =]9. Если о — вершина, соответствующая элементу И, то {[=81-22... вь. При 
этом выходной фуикцией вершины 94 будет в14\/024\/..\/вь9=| (см. пункт (2) 
доказательства теоремы 8.2). Если 0 соответствует элементу ИЛИ, то доказа- 
тельство аналогично. 

К настоящему времени достаточно подробно исследован слу- 
чай, когда в качестве совокупности базисных функций использу- 
ется в. Это обусловлено следующими причинами. 1) Существу- 
ют простые стандартные схемы, реализующие эти фупкции 
($ 8.1). 2) в образует полную систему функций (упражпение 
8.4). 3) Как было показано в & 7.2, эта совокупность имеет струк- 
туру булевой алгебры. 4) Как показывает рассмотренный далее 
пример, реализация возникающих на практике логических функций 
с помощью операций «—», «\М» и «-», является довольно естест- 
венной. 

Пример 8.4. Рассмотрим задачу проектирования блока уп- 
равления автомата для продажи «кока-колы» [23]. 

Предположим, что одна порция стоит 50 иен, и поэтому покупатель, опус- 
тив в автомат монету в 100 иен, должен получить сдачу 50 иен. Предположим 
также, что покупателю разрешается опустить одну монету в 50 иен или 5 мо- 
нет по 10 иен. Если напиток не нужно разбавлять водой, то прежде, чем 
опустнть монеты на сумму 50 и более иен, следует нажать кнопку «вода не 
нужна». Кроме того, предположим, что до того, как кончится кока-кола, 
покупатель берет стакаи только после того, как закончится наполиение. Для 
простоты другие функции автомата здесь рассматриваться не будут. В табл. 8.1 
приведены различные события, которые могут произойти при продаже кока- 
колы, и соответствующие им логические функции, принимающие зиачение 1, 
если событне происходит, и значение 0, если это событие не происходит. 
В действительности мы расомотрим лншь те события, которые могут случиться 
после завершения обслуживания предыдущего покупателя и связаны с выдачей 
всех команд Ha ‘исполнительпый механизм, необходимых для обслуживания 
только очередного покупателя. Исходя нз смысла переменных, можно записагь 
следующие формулы: 

(1) С= Сь- (ММ -Кз-НАЕМТЬ)У ЕК Тл-Ть-Тз-Т4-Ть. (8.18) 
А именно, стакан выдается, если имеются в наличии стаканы, кока-кола, 

имеется вода или нажата киопка «вода ие нужна», опущена монета в 100 иен 
и нмеется сдача для нее или опущено ровно 50 иеи; 

(2) [= С,- Мы. (8.19) 
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Таблица 8.1 
  

  

JI кая 
Событие переменная 

События на входе: 
опущена монета в 100 иен Н 
опущена монета в 50 иен Е 
опущено монет по 10 иен (1<i<<5) Г: 
нажата кнопка «вода не нужна» Noi 

Выходные команды: 
вылать команду подачи стакана С 
выдать команду наполнения стакана волой 1 
выдать комапду подачи кока-колы К 
выдать команду оповещения покупателя об отсутствии воз- 

можности его обслужить и возврата всех опущепных 
им монет; 

выдать команду возврата монеты в 50 пен F, 
выдать команду возврата 5 монет по 10 иен Г 

Впутренние состояния: 
для выдачи сдачи осталась только одна монета в 50 нен Ев 
для выдачи сдачи осталось только 5 монет по 10 иен Т5з 
осталась только одна порция кока-колы Кв 
вода поступает в автомат Is 
стаканы имеются в наличии Cs 
стакан уже подан на выход С, 
стакан уже наполиен водой I;   
  

Здесь предполагается, что вода наливастся раньше, чем кока-кола, 

(3) K=1,NCe-Not- (8.20) 

Подача кока-колы начинается, если либо вода уже налита в стакан, либо на- 

жата кнопка «вода не нужна» ‘и стакан подан к месту наполнения; 

(4) К = CV KN Is: NoiVH- Fs:T 55- (8.21) 

Покупатель извещается об отсутствии возможности его обслужить, и ему воз- 
врашаются все опущенные монеты, если в автомате нет стаканов, нет кока- 
коль, или покупателю ‘требуется вода, а ее нет: 

(5) Т,:-=К.Н-Ть». (8.22) 

Возвращается сдача в 650 иен, если выдана комаида подачи кока-колы, поку- 
патель опустил в автомат монету в 100 неи, и в автомате имеются 5 и более 
монет по 10 иен для выдачи сдачи; 

(6) Е, = К-Н“-Тьз- Бо. (8.23) 

В данном случае, в отличие от (5), сдача выдается одной монетой в 650 иен, 
если ее невозможно выдать монетами по 10 иен. Конечно, в первую очередь 
следовало бы возвращать сдачу одной монетой в 50 иен, но с точки зрения 
экономии места в автомате лучше это сделать так, как было указано. Таким 
образом, все выходные функции определены. Эта операция оказалась значм- 
тельно более простой, чем если бы мы строили таблицу значений функций для 
схемы с десятью входами. При этом все выходные функции имеют вполие по- 
нятный смысл, ‘и поэтому ‹ ними легче обращаться. Обычно иепосредственно по 
булевым формулам (8.18) —(8.23) реализующую их схему не строят. К построе- 
нию схемы приступают после того, как эти булевы формулы будут преобразо- 
ваны к более «простому» виду (см. гл. 9). 
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Пример 8.5. Кодирование приоритета. Это устройство пред- 
ставляет собой схему с 2"--| входными Ё, м, №, ..., Хот и т-2 
выходными переменными (5, БО, и, и», ..., Ит, связанными меж- 
ду собой следующим образом: 

1) если Е=0, то все выходные переменные равны 1; 
2) если Е=Т и х1=х2= ... =х,т=0, то ЕО=1, а остальные вы- 

ходные переменные равны 0; 
3) если Е=| и, по крайней мере, одна из входных перемен- 

НЫХ №, ^2, -..,Хот Принимает значение 1, TO GS=1, EO=0 u 

И=6:(1<1ж<т), где (В, 6о,...,6и.) — двоичное представление 
числа /]т.х—1, а Ушах — номер последней, равной |, входной пере- 
менной. 

Найдем булевы формулы, реализующие каждую из выходных функций, 
если т=3. 

1) Поскольку переменная С5$ равна 1, когда E=1 и, по крайней мере, одно 
из значений хи, .., хз равно 1, и равна 0 в остальных случаях, то 

6$ = Е (ж\/х,\/ ..\/хь). (8.24) 
ae 

2) Поскольку EO=1, только когда E=1 и все переменные ха, .., хв равны 
0, то 

ЕО = E- x1 xX... Xp (8.25) 

3) Nepemennan y, papua 1, korga E=1 и 5<Ушах; в остальных случаях она 
равна 0. Поскольку, по определению, высказывание (5=<Утах) представляется 
выражением * х5\/хв\/хт\/хв, TO 

1 == Е*(х%ь\/ хв\/ ха \/ ха) - (826) 

4) Переменная у2 равна 1, если Е=]1, а кроме того, 3=<Утах<4 или 
1<Утак<8; в стальных случаях она равна 8. Поскольку высказывания 
(S<Jmaxx4) H (7<Jmax<8) представляются соответственно выражениями 
(хз\/ ха) ХьХвха лв и Жм\хв, TO уз=Б- ( (хз\/ ха) Хх в \/хт\/ Хз). Это выражение 
можно упростить следующим образом (можно было бы также воспользоваться 
методами упрощения булевых формул, ‘описанными в гл. 9). Высказывание 
(83<Jmaxx4) VV (7<Jmax<8) принимает значение 1, если либо х.\/хв=1, либо 
равны 0 обе величины хз, Хе, и равна 1 одна из величин хз или хё. В осталь- 
ных случаях это высказывание равно 0. Следовательно, 

уз = Е+ ((хз\/ ха) хз хв\/ хз \/ хз). (8.27) 

5) Имеем уз= (Е=1): (Лоэх—1 = четному числу). Так как, по определению, 
высказывание (Ушах=четному числу) совпадает с выражением 

Ха Хз Ха Хь Хв Ха Х8\/ Ха ХХ Ха Хв\/ Хз Xz XeV Xe, (8.28) 

то из является произведением ЕЁ и приведенной ранее дизъюнктивной нормаль- 
ной формы. Воспользовавшись упражнением 8.3, выражение (8.28) можно уп- 
ростить, при этом 

Y3= E- (Xo x3 Xp XV Xa ‘Xp Xq\/ Хв XV Xg) - (8.29) 

Кодирование приоритета используется для выбора максималь- 
ного числа из заданной совокупности и других целей. 

* Это выражение является функцией от Ллах принимающей значение | при 
Лшаг—5, и 0 в остальных случаях. 
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8.4. Коды с обнаружением и исправлением ошибок 

Одним из путей повышения надежности систем связи и вычис- 
лительной техники является использование кодов, обнаруживаю- 
щих и исправляющих ошибки [29, 30]. 

Пример 8.6. Коды, обнаруживающие одиночные ошибки. 
Предположим, что нужно передать по каналу связи или хранить 
в памяти информационную последовательность (а1, ао, ... ,‚ ап) Е 
е=У„. Пусть вместо этой последовательности передается или хра- 
нится последовательность A= (Qj), G2, ..., Qn+i), которая полу- 
чается добавлением к исходной еще одного CHMBONA Qn4;—=a,;0 
Фа. Ф...Ф а». Если последовательность А была передана по ка- 
налу или записана в память, а получена на выходе канала или 
считана из памяти последовательность В== (61, 6ь, ..., 6,4) также 
с п--1 компонентами, то равенство а: Фб;=е;==1 означает, что в. 
{-й компоненте произошла ошибка; если же эта сумма равна 0,. 
то в Г-й компоненте при передаче (хранении) ошибки не произо- 
шло. Поскольку а! Фа Ф...Фал-==0, то 

r= р, Ф5.Ф...ФБ 4 =е.@Ф CoO... Ben+4. (8.30) 

Таким образом, если г=1, то в нечетном числе компонент про- 
изошли ошибки; если же г=0, то ошибок не было или ошибки 
произошли в четном числе компонент. Если вероятность возник- 
новения двух или более ошибок очень мала, то этим событием 
можно пренебречь. При этом описанный метод, требующий вве- 
дения одного избыточного двоичного символа, позволяет обна- 

ружить, возникла ли ошибка при передаче или хранении инфор- 
мации. Благодаря своей простоте метод нашел очень широкое 
применение. Добавляемый к исходной последовательности символ 
ат называется символом четности. Вместо присоединения симво- 
ла а’ К исходной последовательности можно также присоеди- 
нять его отрицание, что также позволяет обнаруживать нечетное 
число ошибок. 

Далее в этом параграфе мы будем рассматривать У„ как п- 
мерное векторное пространство над полем 72 (см. $ 4.5). При: 
этом элементы 9 из И„ записываются в виде векторов-строк и для: 
обозначения сложения в 72 вместо символа @ используется -|-- 
Сложение векторов также будем обозначать знаком -|-. | 

Пример 8.7. Рассмотрим векторы Х=(ж1, Хо, ... ‚ Ха) Е Ут 
удовлетворяющие следующей системе уравнений: 

1010101] |x, Xy = Xg+X5-+%X, 
O110011]-|x,|/=0ex,=—x,+%,+x,° (8.31% 
OOO0O111 14 |x, Xqg Xp t%Xet x, 

    
Соотношение в левой части (8.31) записано в матричной фор- 

ме, и символ 0 в его правой части представляет собой нулевой 
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вектор-столбец размерности 3. Произвольному вектору У= (у, Yo, 
Y3, ys) из У. сопоставим вектор (и) =Х == (ха, хо, ... , Х1), где хз= 
=Y1, X5=Yo, Xe— Y3, X7— Ys, а Хы, Хз и х. выбираем так, чтобы вы- 
полнялось соотношение (8.31). Предположим, что вместо Y NO Ka- 
налу связи передается (или хранится в памяти) вектор ф(У). При 
передаче или хранении слова могут возникнуть (а могут не воз- 
никнуть) ошибки, т. е. некоторые компоненты исходного слова мо- 
гут измениться: 0 может перейти в 1, а 1 — в 0. Поэтому получен- 
ное в результате передачи или хранения слово может отличаться 
от исходного, и мы обозначим его через Х”= (х/1, Хо, ..., Х’7). Зада- 
ча состоит в том, чтобы по известному слову (х’т, Х’2,...,Х’) най- 
ти правильное исходное слово (хи, Хо, ...,Х7). Предположим, что 
вероятность возникновения ошибок в двух или более компонентах 
достаточно мала, и этим событием можно пренебречь. | 

Положим х;-х’.=е:. Поскольку знак «--» означает здесь сло- 
жение по модулю 2, то равенство е;=1 означает, что в {-й компо- 
ненте произошла ошибка; если же е;=0, то в Гй компоненте 
ошибки нет. Используя матрицу из левого соотношения в (8.31), 
введем величины $1, $52, 53, ПОЛОЖИВ 

    

    

rx] 

Xp 
LO1LOIOIL]] x, Sy 
0110011 х. |= | 52 |- (8.32) 
0 0 0 1 l 1 1 x. $3 

Х 
|X 

Из (8.31) и (8.32) имеем 
“7 

C2 
1010101] e, $1 
011001 1 fhe, j=] sf. (8.33) 
000111 life, $3 

ев 
Гб | 

По предположению, только одна из величин 1, €2,...,€7 может 

быть равной 1. При отсутствии ошибок, когда е1=ез== ... =ез=0, 
имеем $1= 5 =5з==0. — 

Далее рассмотрим случай, когда ej=1 u е;=0 (:5=]. Заметим, 

что матрица из левой части (8.33) 

1010101 
Н=|0110011 

0001111 

состоит из различных столбцов, причем К-й из них является двоич- 

ным представлением числа Ё (младшими разрядами двоичного 

представления являются верхние символы столбца). По предполо- 
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жению, $:| совпадает с {-м столбцом матрицы Н. Следова- 
$2 
S34 

тельно, ошибочной компонентой является компонента с номером 
—=51--252--45з. Так как х=х’.-Ре,, то легко найти правильные 
символы Х1, ...,Х7. Множество векторов, удовлетворяющих усло- 
вию (8.31), называемых кодовыми векторами, называется кодом 
Хэмминга длины 7. 

В общем случае для представления К различных объектов не- 
обходимо [105К] двоичных символов ([А] — введено ранее). 
Однако если для представления этих объектов использовать не- 
которое число избыточных двоичных символов, то, как показыва- 
ет приведенный пример, можно исправлять и обнаруживать неко- 
торую часть ошибок или упростить схемы, предназначенные для 
обработки ниформацни. Если, в действительности, вместо [logeK] 
используется п двончных символов, то число п — Лобо К] назы- 
вастся числом проверочных символов. Число проверочных симво- 
лов всегда желательно выбирать возможно меньшим, конечио, 
при соблюдении всех остальных требований к системе, напри-- 
мер обеспечении возможности исправления всех одипочных оши- 
бок. 

Задача 8.19. Для кода из примера 8.7, исправляющсего оди- 
ночные ошибки, в границе Хэмминга (2.26) имеет место равенст- 
во, Т. е. этот код содержит максимальное возможное число ко- 
довых слов средн всех кодов длины 7, исправляющих одиночные 
ошибки. 

Указанне. Число кодовых слов в коде из примера 8.7 равно 24“. Далее сле- 
дует положить [=7, Г=|. 

Некоторые определения, относящиеся к кодам. Непустое под- 
множество С множества У, называется кодом длины п. Элемен- 
ты С называются кодовыми словами или кодовыми векторами. 
Минимальное расстояние 4 кода С определяется равенством 

а = пп {а (©, ину чи, ч, ис}, 

где 4(5, и) — расстояние Хэмминга между и ио (см. 6 2.2). 
Нредположим, что по каналу передается или хранится в па- 

мяти кодовый вектор 9, а принимается на выходе канала или’ 
считывается из памяти вектор и. Вектор е=о-Ри называется век- 
тором ошибок. Если 1-я компонента вектора ошибок е равна 1, то 
это означает, что при передаче или при записи, хранении или счи- 
тывании 1-го двоичного символа кодового слова возникла ошиб- 
ка; если же е; =0, то в этом символе ошибки нет. В задачах свя- 
зи обычно известен лишь вектор и=о-е. Обозначим через w(e) 
вес вектора е. Пусть О<& =. Код С называется кодом, исправ- 
ляющим ошибки кратности (веса) Н и обнаруживающим ошибки 
кратности (веса) Ь, если для произвольного кодового вектора. 
ЕС и произвольного вектора ошибок ее=У» веса № или менее по 
вектору о-е: 1) при &(е) = можно определить 9; 2) при й< 
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< (е) < можно установить, что вес е равен &-+1 или больше. 
В частности, при & = такой код называют кодом, нсправляющим 
ошибки кратности й, а при 1=0 — кодом, обнаруживающим ошиб- 
ки кратности 2, Если Н или Ь равно 1, то ошибки называют оди- 
ночными. Операции (1) и (2) называют декодированием. 

Задача 8.20. Пусть О< 1 <. Код С исправляет ошибки крат- 
ности Н и обнаруживает ошибки кратности 2 тогда и только тогда, 
когда минимальное расстояние 4 кода С удовлетворяет неравсенст- 
ву 

d>t,464+1. (8.34) 
Указание. К решению этой задачи можно подойти так же, как в § 2.2. 

Необходимое и достаточное условие, указаниое в задаче, эквивалентно тому, 
что для двух различных кодовых векторов, 9, 9’, множество {uld(u, 9) <, 
и= И} П {и|4(и, о’) ЗЬ, ие} является пустым. 

Заметим, что для одного и того же кода С значения Н и &, удовлетворяю- 
щие условию (8.34), можно выбрать различиымн способами. 

Определения линейного кода и проверочной матрицы. Если код 
С является Е-мерным линейным подпространством п-го линейного 
пространства У» над Zo, то он называется (двоичным) линейным 
(п, Е)-кодом; при этом Ё называется числом информационных сил- 
волов, а (п К) — числом проверочных символов. Коды, описанные 
з примерах 8.6 и 8.7, являются линейными. 

Подпространство, двойственное линейному коду С, называет- 
ся ^одом, двойственным коду С. Как хорошо известно, нулевое 
подпространство, двойственное К-мерному линейному подпро- 
странству пространства У„, является (п Е)-мерным линейным 
подпространством, а следовательно, код, двойственный линейно- 
му (п, Е)-коду, — линейным (п, п Е)-кодом. Пусть И, he, ... 
..., Итп-к — произвольный базис двойственного кода. Матрица Н 
размера (п Е)Жп, ГИ строкой которой является hj, называется 
проверочной матрицей кода С. По определению, 

Hu’ =NevEc, (8.35) 

где от — вектор, транспонированный к 9, и 0 — нулевой вектор 
размерности л—А. 

В примере 8.7 был определен код с помощью матрицы Н. По- 
скольку матрица Н имеет ранг п—Р, она содержит невырожден- 
ную подматрицу Н” размера (л—Е)Х(п—2). После перестановки 
столбцов матрицы НЯ, т. е. перенумерации компонент векторов, 
можно считать, что Н”’ состоит из последних п—Р столбцов мат- 
рицы Н. Хорошо известно, что с помощью элементарных опера- 
ций над строками (одна строка прибавляется к другой строке) 
матрицу Н можно привести к следующему виду: 

Но =[Р, Inn; (8.36) 

тде P—matTpnuia pasmepa (n—k)XkR, а Г. к — единичная матрица 
pasmepa (n—k) X(n—R). 
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Поскольку Но получена из Н с помощью элементарных опера- 
ций над строками, то 

Ho? =0@H,vT =0, (8.37) 
т. е. Но также является проверочной матрицей кода С. Обозна- 
чим через р;; элемент (1, ]) матрицы Р. Как следует из (8.37), 
необходимым и достаточным условием принадлежности вектора 
U= (Uj, 92, -..,0т) коду С является выполнение равенств 

k 
Uni = >) Pig 0 (lL Si<n—R). (8.38) 

1—1 

Эти равенства показывают, что для произвольных 91, ...,9в Су- 
ществует ровно один кодовый вектор, первыми Е компонентами 
которого являются 11, ..., ик. Они дают также способ определения 
остальных ип—А символов кодового слова. Другими словами, если 
первые А компонент считать информационными символами и рас- 
сматривать их как блоки длины АР, формируемые для передачи 
источником информацин, то остальные п—^ компонент кодового 
слова можно считать дополнительными и вычислять с помощью 
равенств (8.383). Эта операция называется кодированием. 

Пусть е — вектор ошибок. Из (8.35) получаем 

$=Н(о-е)Т = Нет. (8.39) 

Вектор $ называется синдромом. Синдром $ представляет собой 
(К) -мерный вектор-столбец над 72. 

Пример 8.8. Предположим, что задано число Ё информаци- 
оппых символов. Пусть т — целое положительное число такое, 
что 

27-1 __ mc ks 2" —m—] (8.40) 

WH n=k-+m. Зададим матрицу Н в виде 

H=[P, Ip}, (8.41) 
rye P—tTakanA MaTpHlia pasMepa mXk wan Ze, что никакие два 
столбца матрицы Н не совпадают и все столбцы являются нену- 
левымн. При выполнении условий (8.40) такую матрицу Н всег- 
да можно найти. Точно так же, как н в примере 8.7, можно по- 
казать, что линейный (п, Р)-код С с описанной выше провероч- 
ной матрицей является кодом, исправляющим одиночные ошибки. 
Прн &=2"—т— | код С называется кодом Хэмминга; при других 
значениях Е этот код называется укороченным кодом Хэмминга. 

Кодов, нмеющих то же число информационных символов К, что 
и (укороченный) код Хэммипга, но меньшее число 7’ проверочных 
символов, не существует. Действительно, допустим, что такой код 
существует. Тогда из границы Хэмминга (2.26) будет следовать, 
что 

(и) < 2”. 
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Jak Kak m’<cm Mu 2*—x является монотоино возрастающей функ- 
цией х, то последнее неравенство противоречит (8.40). Схема из 
функциональных элементов, реализующая операции (8.38) и 
(8.39), необходимые для осуществления кодирования и декодиро- 
вания, содержит схемы, реализующие функции четности рь. Так 
как сложность этой схемы почти пропорциональна [, а задержка 
пропорциональна 10551 (утверждение (3) упражнения 8.1), то жела- 
тельно, чтобы каждая строка Р содержала как можно меньше 
символов 1. Если ^<2"—т—1], то в качестве столбцов Р, в пер- 
вую очередь, целесообразно брать столбцы минимального веса, 
т. е. содержащие меньше символов 1. 

Далее положим 

где и — вектор из У», который выберем таким образом, чтобы все 
столбцы Ро имели нечетный вес. Пусть С. — линейный (п-1, Е)- 
код, проверочной матрицей которого является матрица 

На== [Po т. 

Предположим, что при передаче не возникает ошибок кратности 
Зи выше. Пусть е= (ет, ео, ..., е1а) — вектор ошибок, $= НоаетТ — 
синдром и $Т = (51, $2, .-., т). 

(1) Если е=0, то $Т==0. 
(2) Если её —1, е;.—=0 (5-7, то $ совпадает с {1-м столбцом 

m+ 
матрицы Но ни ›, $; =1.Так как столбцы матрицы Но попарно раз- 

[= 
личны, то по $ можно определить 1. 

3) Предположим, что е.=е;=1 (15]) и остальные компоненты 
е равны 0. Тогда $ будет представлять собой сумму 1-го и ]-го 

m-+1 

столбцов матрицы На, 5750 и\У! $;=0, т.е. синдром в данном 
I=] 

случае отличается от синдромов, которые получаются в случаях 
(1) u (2). 

Из вышеизложенного следует, что код С исправляет все оди- 
ночные ошибки и обнаруживает двойные ошибки. Этот код ис- 
пользуется для повышения надежности запоминающих устройств 
и для других целей [29]. При использовании кодов в полупровод- 
никовых запоминающих устройствах для реализации операций 
кодирования и декодирования требуются высокоскоростные схе- 
МЫ. 

Пример 8.9. Рассмотрим линейный (7.3) код с проверочной 
матрицей 

Г] 
0 
0 
0 

_ 0 
t= 

l —
 
O
m
 

©
 [О 00 

[] 00 
01 10 
00 01 
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Пусть е== (1, ео, ... ет) — вектор ошибок и $1, $2, $3, 54 — КОМПО- 
ненты синдрома. Для вышеприведенной матрицы 

$ =е-е› |- ед; 

$2 =@ + €3 +65; 

S3= €3 +4 + eg; 

$. =е + е ея; 

Полагая $/1=5$1, $'2=5, 52-53, $ 3=51--52- 54, имеем 

$. =е {е. | еа; 

5.=е +6, -|- ев; 

$'з=е ее. 

Заметим, что каждый из символов е;, кроме е1, входит только в 
одну из сумм $71, 5'2, S’3. Если предположить, что число ошибок не 
превосходит |, то при е. =0 только одна из сумм $1, $72, S’3 MO- 
жет быть равна 1, а остальные будут равны 0. Если же е=1, то 
$1==5'2==5$/'.=1. Следовательно, 

е, = Ма|з ($1, 5’, 5'3) = Ма]з (51, $5 5, $1 $ -[ 54). 

Аналогично при 1<1=—<7 

е; = Ма]з ($: 5 $1 Е За» 8 $1 Е 5) 

{индексы вычисляются здесь по модулю 7). Этот метод декодиро- 
вания называется мажоритарным декодированием. 

Задачи 

8.1. Так как значение симметрической функции определяется 
числом равных 1 значений входных переменных, то ее можно реа- 
лизовать путем подсчета таких единичных значений [24]. Покажи- 
Te, что приведенная на рис. 8.14 схема реализует $3. На этом ри- 
сунке через ЕА; обозначены одноразрядные полные сумматоры, не 
показаны входы, фиксированные в состоянии 0, и выходы, которые 
не используются. 

8.2. Пусть 44, — это двухразряднее десятичное число (40 и 41 
показывают соответственно число единиц и число десятков) и 
аза2а1 а, бзб26 бо — двоичные представления чисел 41 и 40 (ао, bo — 
младшие разряды). На рис. 8.15 приведена схема [23], входа- 
ми которой являются аз, а2, ат, Ao, D3 be, 61, бо, а выходом — дво- 
ичное представление С665с4... бо Числа 414. Покажите, что эта 
схема правильно выполняет указанные выше функции. 

8.3. Покажите, что заданную функцию [=Я„ можно реализо- 
вать, соедннив несколько схем, указанных на рис. 8.16,а, так, как 
это указано на рис. 8.16,6 (такая схема называется одномерной 
каскадной схемой). При этом следует выбрать соответствующим 
образом постоянные входы с; и использовать одни и те же вход- 
ные переменные несколько раз. 
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Рассмотрите другой способ реализации функции } с помощью 
одномерной каскадной схемы в случае, когда в качестве входов 
можно использовать не только переменные х:, но и их отрицания 
Xi. 

8.4. Рассмотрим показанную на рис. 8.17 одномерную каскад- 
ную схему, на входы которой подаются двоичные представления 

(5) 
  

  

    

  

    
  

  

                
  

      

    

        

gt b; > of 
> FA3 st FA, by > г. 

к A р; eZ 

f ap 64 

|| 2 ° a 5 
XL, Ay sro FAo $ с) Qo Ls 

| | 5/35         I |”? a; - 
НЕЕ A&BCTD 

бу hy U5 

abcda 

Рис. 8.14. Схема из задачи 8.1 Рис. 8.15. Схема из задачи 8.2. 
Нижний элемент представляет собой схе- 
му, удовлетворяющую условию А-+2В-+ 
+4С-+50)=а-- 26-46-84, если символы 0 
и | рассматривать как целые числа 

  

    

п 1 п} 

неотрицательных целых чисел А = >! a; 2Qn—i-} H B = У b; оп > 

i=0 i=0 

не превосходящих 2"—1. Найдите выходную функцию компонент 
этой схемы; левые выходы схемы принимают следующие значе- 
ния: хл=1, уп=0, если А>В; х„=у,=1, если А=В; х„=0, уп= 
=], ели А«В. При решении этой задачи все компоненты следует 
считать одинаковыми, не зависящими от п. 

8.5. На рис. 8.18 изображена двумерная каскадная схема, 
компоненты которой имеют по три входа и реализуют на выходе 
мажоритарпую функцию. (1) Пусть функция {(%, x2,..-,X%n) AB- 
ляется самодвойственной. Из задачи 7.44 следует, что {(жи, Х», ... 

      

и ги ая в — Л, а) 
Lz, 1 — —— Lon 

и РТ rt 

а) 

Рис. 8.16. Одномерная каскадная схема Шорта 
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w+ Ап) = (Хо, ... , Хп) Мхи (хо, ..., Хи). Представим g, 69 в совер- 
щенной дизъюнктивной нормальной форме: &=ИУЬУ ... МУ и 
84 =и1\Уи2У ...Мш. Вначале покажите, что для произвольных р, 
== т, 1<]<] Ни и; имеют, по крайней мере, одну общую 
переменную. Далее покажите, что если в качестве 2;; брать одну 

  
  

  

  

  

6-7 @л-| by ay | ag 

МА LZ. 7 

f-1 --— — 4/2 KH : =] 

Yn <— <—— . $               
  

  

Рис. 8.17. Схема сравнения 

из таких переменных, то на самом правом выходе В схемы, изо- 
браженной на рис. 8.18, будет реализована функция |. (2) Если 
{ не является самодвойственной, то ее можно реализовать, пост- 
роив описанную выше схему для функции [8 из упражнения 7.5 
и используя вместо у постоянный вход 1. 

y Majs(%4y,2) 

Maj; (24,2) 

  
Рис. 8.18. Двумериая каскадная схема Канади 

8.6. Покажите, что если {61, В, -.., бт} — полная система 
функций, то {6%, 245, ..., 09} также является полной системой. 

Глава 9 

Методы минимизации 

9.1. Задачи минимизации булевых формул [17—19] 

Из задачи 7.17 следует, например, что 

(1 V x2) (%1 V Xs) (х\/ хз) == (ж М х5) (х1 хз). 

Этот пример показывает, что несколько булевых формул может 
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представлять одну и ту же функцию. Рассмотрим вначале сле- 
дующую задачу. 

Задача о тождественности. Даны две булевы формулы, Ки С. 
Спрашивается: «Верно ли, что Е= С?» Основными методами реше- 
ния этой задачи являются следующие. 

1) Выделяется некоторая переменная, например хм, вЁРи 
С вместо переменной х, подставляются ее значения аЕ\У!, 

и далее с помощью равенств (=1, 1=0 и закона допол- 
нения из табл. 7.1 полученные в результате подстановки 
булевы формулы преобразуются Tak, чтобы в них не 
входили символы (би 1. Полученные после преобразования буле- 
вы формулы обозначим через Ех, а н С х. =а. Задача свелась, та- 
ким образом, к проверке справедливости равенств Р,, —о= Ох, —0 
WH Fy —=СОх, =. Если описанную операцию проделать достаточ- 
ное число раз, то через конечное число шагов мы получим ответ 
(этот метод применялся раньше для доказательства обычных ра- 
венств). В худшем случае этот метод требует последовательного 
построения 2"+12—4 булевых формул и перебора всех значений 
переменных хи, Xo, ... , Xn*. 

2) С помощью тождеств и теорем булевой алгебры булевы 
формулы Е и С последовательно преобразуются шаг за шагом до 
тех пор, пока они обе ие совпадут. Трудность применения этого 
метода заключается в отсутствии простых правил, которые ука- 
зывали бы, какие преобразования и в какой последовательности 
необходимо выполнять. 

3) Первые два метода можно комбипировать. 
Далее в некоторых частных случаях будет изучаться слож- 

ность указанных методов решения задачн о тождественности. 
Булева формула, которая представляст фуикцию. не равную 

тождественно нулю, называется «идовлетворимой». 
Задача о тождественности (Задача 06 «удовлетворимости» 

конъюнктивной нормальной формы). Дана произвольная конъ- 
юнктивная нормальная форма. Спрашивается, равна ли она тож- 
дественно нулю? 

Конъюнктивную и дизъюнктивную нормальные формы можно 
рассматривать просто как последовательность составляющих их 
букв (переменных и их отрицаний), скобок и знаков \У, -. Длина 
такой последовательности называется длиной конъюнктивной или 
дизъюнктивной нормальной формы. Как следует из задачи 7.48, 
увеличив длину конъюнктивной нормальной формы не более чем 
в 7 раз, сформулированную задачу о тождественности можно 
свести к следующей. 

Задача о 3З-удовлетворимости. Дана произвольная конЪъюнк- 
тивная нормальная форма $1-$52- ...`5т, каждая элементарная 

* Если предположить, что описанная операция выполняется для всех пере- 
п 

менных, то число формул равно 2» 2'=2т"+2—4. 
t= 
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дизъюнкция $; которой содержит не более трех букв. Спрашива- 
ется, равна ли она тождественно нулю? 

Рассмотрим задачу о тождественности О, например подобпую 
сформулированным, содержащую бесконечно много конкретных 
вопросов некоторого определенного типа (в ранее приведенном 
примере вопросы относятся к различным конъюнктивным нор- 
мальным формам). Если для такой задачи В существует «про- 
грамма» (процедура), которая дает правильный ответ за время 
не более чем С: после того, как в качестве входных данных да- 
на запись конкретной задачи (в приведенном ранее примере это 
конъюнктивная нормальная форма, рассматриваемая как после- 
довательность символов, а [— длина этой последовательности), 
то говорят, что задача ) разрешима за полиномиальное время. 
Величины С1, с2 являются здесь константами, зависящими только 
от программы и вычислительного устройства*. Задача о 3-удов- 
летворимости и задача из примера 9.1 называются Л№Р-полными. 
Доказано [25], что если хотя бы одна из этих задач разрешима 
за полиномиальное время, то целый класс задач **, включающий 
все №Р-полные задачи, также разрешим за полиномиальное вре- 
мя. Так как этот класс задач известен и решается давно, а кро- 
ме того, содержит много задач, разрешимость которых за поли- 
номиальное время до сих пор не доказана, то многие считают, что 
задача о М№Р-полноте не является разрешимой за полиномиаль- 
ное время (авторам, однако, не известны доказательства этого 
факта). 

Пример 9.1. Примеры МР-полных задач [25]. 
1) Для заданных неориентированного графа С и положитель- 

ного целого числа А требуется определить: 
а) имеется ли в С полный подграф из Е вершиип? 
6) можно ли выбрать множество $ из Р вершин так, чтобы, по 

крайней мере, одна из концевых точек каждого ребра графа при- 
надлежала $? 

в) существует ли в графе гамильтонов цикл? 
г) верно ли, что хроматическое число графа ($ 4.6) не боль- 

we ke 
2) Для заданных ориентированного графа С и целого поло- 

жительного числа К определить: 
а) можно ли уничтожить все ориентированные циклы, удалив 

из графа А вершин (ребер)? 

* Понятня программы, вычислительного устройства и времени вычислений, 
вообще говоря, должны быть определены строго [25], но здесь нам достаточно 
понимать их ингуитивно. 

** Например, если в задаче об удовлетворимостн можно было бы доказать 
{также за полиномиальное время) возможность выбора для каждой перемен- 
ной х; значения 0 или 1, при котором каждая элементарная конъюнкция ока- 
залась равной 1, TO это ‘означало, что соответствующая конъюнктивная чор- 
мальгая форма является удовлетворимой. Таким образом, при попытке получить 
ответ можно опереться на «интуицию» и за полиномиальное время проверить 
правильность интуиции. Упомянутый класс задач является нменно таковым [25]. 
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6) существует ли в графе С ориентированный гамильтонов 
ЦИКЛ? 

3) Заданы совокупность $:, $.,...,5,„ конечных множеств и 
целое положительное число k. Существуют ли А множеств $; , 
5), ›-..,. зв», Обладающих одним из следующих двух свойств: 

Е п Е п 

а) О J Ue я 0) О J И 7 

и различные множества 5:, и 5:; не имеют общих элементов. 

Задача о 3-удовлетворимости эквивалентна следующей двой- 
ственной задаче: дана произвольная дизъюнктивная нормальная 
форма, состоящая из элементарных конъюнкций ранга 3 и менее. 
Спрашивается, равна ли она тождественно единице. 

В $ 9.2 и 9.3 рассматривается проблема минимизации дизъ- 
юнктивных и конъюнктивных нормальных форм. Какой бы крите- 
рий простоты формы не использовался, константы 0 и 1 (далее 
они рассматриваются как разновидности конъюнктивных и дизъ- 
юнктивных нормальных форм) должны рассматриваться как са- 
мые простые формы. Если бы для задачи минимизации существо- 
вала процедура определения простейшей формы за полиномиаль- 
ное время (относительно длины произвольной дизъюнктивной или 
конъюнктивной нормальной формы), то задача о 3-удовлетвори- 
мости также была бы разрешима за полиномиальное время. Это 
означает, что задача минимизации не проще, чем №Р-полные за- 
дачи. 

К настоящему времени в теории проектирования логических 
схем наиболее полно исследована задача минимизации дизъюнк- 
тивных нормальных форм. Поскольку рассматриваемые далее ме- 
тоды и идеи применимы во многих подобных ситуациях, то в дан- 
ной главе мы будем заниматься дизъюнктивными нормальными 
формами. 

И—ИЛИ-схемы глубины 2. До 6 9.3 будет предполагаться, 
что в качестве внешних входов разрешается использовать пере- 
менные ху, хо, ..., Хи и их отрицания Хх, Хо, ...,х„. Согласно зада- 
че 7.24, 

Ма}: (хил, хо, хз) = х, х.\/ хо Хз \/ Хи Хз. 

Дизъюнктивная нормальная форма, представляющая собой пра- 
вую часть последнего равенства, реализуется схемой, изображен- 
ной на рис. 9.1, и состоит из элементов И и ИЛИ (эта схема ис- 
пользуется в качестве элемента полного сумматора, изображен- 
ного на рис. 8.6). Схемы, подобные только что описанной, а точ- 
нее, удовлетворяющие следующим двум условиям: 1) глубина 
схемы не превосходит 2; компоненты (далее просто вентили) глу- 
бины 2 все — элементы ИЛИ; 2) среди вентилей глубины 1, вы- 
ходы которых соединяются непосредственио с внешними выхода- 
ми схемы, могут быть как элементы И, так и элементы ИЛИ; все 
остальные вентили глубины 1 — элементы И, — называются И— 
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ИЛИ-схемами глубины 2. Схема называется ИЛИ—И-схемой глу- 
бины 2, если двойственная к ней схема является И ИЛИ-схемой 
глубины 2. Приближенной мерой сложности таких схем обычно 
может служить неубывающая линейная функция 

Cg Neg +c,N,_, (9.1} 

где №с — общее число вентилей в схеме; №; — общее число вхо- 
дов у всех вентилей; сс, сг — постоянные, представляющие собой 
неотрицательные целые числа. 

Как уже указывалось в примере 8.1, для заданной И-ИЛИ- 
схемы (ИЛИ—И-схемы) глубины 2 можно легко найти дизъюнк- 
тивную (конъюнктивную) нормальную форму, представляю- 
щую функцию, которая реализуется этой схемой. Наоборот, для 
произвольной заданной совокупности дизъюнктивных нормаль- 
ных форм 

Г 
Fi=Vtiy 1<i<m, (9.2) 

j= 

построим следующие схемы. 

  

т x 7 
7 Решетиа 

L2 The элементов 
т 

и 
2 Ма) (хто) | бр Г 

"> 
ay 

Рис. 9.1. Пример И—ИЛИ-схемы ¥¥ ¥ 

        

  

  

    

глубины 2 Решетна ГР %F 
. алементое bet 

—_ Ope 

Рис. 9.2. Программируемая логическая матрица у ром 
  

1) В качестве вентилей глубины 1 возьмем элементы И, реа- 
лизующие различные элементарные конъюнкции #;(1<1=—т, 1=—< 
—=]1=<#) ранга 2 и выше (пусть Мл — число таких элементарных 
конъюнкций, а Од — сумма их рангов). Входами элементов яв- 
ляются внешние входы, соответствующие буквам, входящим в 
элементарную конъюнкцию, реализуемую этим элементом. 

2) Каждой дизъюнктивной нормальной форме ЕЁ; с [>22 со- 
поставим элемент ИЛИ (пусть № — число таких форм F;). В 
качестве входов элемента ИЛИ возьмем: а) выходы элементов 
И, реализующие те из элементарных конъюнкций #1, Во, ..., bit ys 

которые имеют ранг 2 или более; 6) внешние входы, соответствую- 
щие тем элементарным конъюнкциям Ё;, Во, ..., ш,; , которые имеют 

ранг 1, т. е. являются буквами. На выходе этого элемента ИЛИ 
реализуется Е; (а точнее, функция, представляемая формой F;). 
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3) Для каждой формы F; c [=1 внешним выходом, реали- 
зующим Р; будем считать: а) выход элемента И, реализующего 
элементарную конъюнкцию #Ё:, если ранг Ё! больше или равен 
2; 6) внешний вход соответствующий конъюнкции #1, если она 
имеет ранг 1, т. е. является буквой. 

Таким образом строится И—ИЛИ-схема глубины 2, реали- 
зующая совокупность Ёу, Ро, ..., Ёи. По определению, 

Ме = Ма + М, Nr =Dat+ У Ц, (9.3), (9.4) 
1:22 

и описанная схема имеет сложность 

сс (Мл Мо) 1 (БА + > ij). (9.5) 
1,22 

Точно так же можно построить ИЛИ—И-схему глубины 2, ре- 
ализующую произвольную заданную совокупность конъюнктив- 
ных нормальных форм. 

Пример 9.2. Программируемая логическая матрица (ПЛМ) 
[21]. Решетка с р входами и 4 выходами из элементов И опре- 
‘Деляется матрицей соединений СвЕЕУ!! (1<1=<р, 1<Й=< 5) в уз- 
лах решетки; она реализует следующие выходные функции: 

8в = (2, \/ са») (23 \/ Сон)... (2р\ Ср»), 

ГДе 21, 22,...,2р— входные переменные. Программируемой ло- 
гической матрицей (ПЛМ) называется изображенная на рис. 9.2 
схема, получающаяся соединением решетки с 2п входами и RF вы- 
ходами из элементов [1 (пусть ак — матрица ее соединений) и ре- 
шетки с Р входами и т выходами из элементов И (с матрицей 
соединений b,;). С помощью правила Де Моргана получаем, что 
при всех 1(1<=1=—<т) 

Fy=V bus 4 Ven) (FV Ban). (nV ont, 1) Gn V aon 1) 
“Таким образом при соответствующем выборе матриц соединений 
(ак) и (6»;) одновременно можно реализовать т произвольных 
‚дизъюнктивных нормальных форм, содержащих не больше К раз- 
‚личных элементарных конъюнкций переменных Хи, Xo,...,Xn- 
Сложность схемы зависит только от п, Ки т. Если функцию не 
удается реализовать с помощью А элементарных конъюнкций, то 
можно попытаться использовать несколько ПЛМ. 

Таким образом, сложность схемы, реализующей совокупность 
дизъюнктивных нормальных форм, зависит от схем, которые ис- 
пользуются для реализации. 

9.2. Метод Квайна-Мак-Класски [12, 17—19] 

Определение [©), [@). Для частичной функции |=Я’„ опреде- 
лим две функции, |) и [Г, из „, которые совпадают с функцией 
{ в области определения Д функции {| и принимают соответствен- 
но значения 0 и | везде в области неопределенности функции [. 
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Проблема минимизации дизъюнктивных (KOH DbIOHKTHBHBIX) 
нормальных форм заключается в нахождении для заданных час- 
тичных функций й, р, ..., те, так называемых простейших 
дизъюнктивных (конъюнктивных) нормальных форм Fy), Fo, ... 
..., Ёп» Которые имеют минимальную сложность с(Ё\, Ро, ..., Ёт) и 
удовлетворяют условиям 

ЙЕ, |”. (9.6) 

Вообще говоря, при этом существуют входы, которыми можно 
пренебречь. 

Упражнение 9.1. Будем считать, что сложность определя- 
ется таким образом, что любая ’в-схема из функциональных 
элементов и двойственная ей схема имеют одну и ту же слож- 
ность. Fy, Fo,..., Fm  SBIIAIOTCH KOHBIOHKTHBHBIMH нормальными 
формами минимальной сложности, удовлетворяющими условиям 
(9.6), тогда и только тогда, когда их двойственные дизъюнктив- 
ные нормальные формы „ЕЁ“, Е@, ..., Ра, имеют минимальную 
сложность и удовлетворяют ‘условиям * 

(1) (0) 4 
(о) В < (|). (9.7) 

Решение. ИЛИ—И-схема М глубины 2, двойственная для И—ИЛИ-схемы 
№ глубины 2 (или ПЛМ). реализующей Ра, Е, ..., Ра, реализует Ё!, Fo, ..., Fm 
(см. доказательство упражнения 8.6). По предположению, обе эти схемы имеют 
одинаковую сложность. Из теоремы 8.2 и задачи 7.42 получаются неравенства 
(9.7). С другой стороны, из минимальности сложности одной схемы следует 
минимальность сложности другой. 

Таким образом, достаточио ‘рассмотреть задачу минимизации дизъюнктив- 
ных нормальных форм. Эту задачу можио разделнть на следующие две части: 

SI) до тех пор, пока это возможио, исследоваиие конъюнкций, входящих в 
Е;, и отбрасывания тех из них, которые покрываются другими конъюнкциями **$ 

$2) выбор из оставшихся кандидатов тех, которые минимизируют слож- 
HOCTH. 

В этом параграфе рассматривается первая из этих задач. От- 
носительно сложности дизъюнктивных нормальных форм будем 
предполагать следующее. 

Предположения о сложности. Пусть Рь, Fo,.., Fm м Ру, Ро, ... 
... Е’т — Две совокупности дизъюнктивных нормальных форм. 
Будем предполагать, что для кажлого { 

Г: у 

I) Fi= Vii FeV tip 
j=l 1—1 

2) если Г; и В, ЗЁ;, (1 <1<Г),, то СР, Е’... и) 

<c(Fy, Ро,..., Еж). 

Определение простой импликанты. Конъюнкция #Ё называется 

  

* (|:90а, ([+°0’)е — формулы двойствеиные f;()f;(). 
** Точный смысл (см. далее). 
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простой импликантой функции |, или простой |-импликантой *, если 
1) Е<Р7 2) не существует конъюнкции Ё такой, что f<ct’<f. 

Конъюнкция, удовлетворяющая условию (1), называется им- 
плигантой функции |, или |-импликантой. Множество всех импли- 
кант функции ] обозначается через Г({). Минимальная импликан- 
та в Г(Г) называется минимальной |-импликантой. Простая [-им- 
пликанта является максимальным элементом Т(]. 

Лемма 9-1. Предположим, что дизъюнктивные нормальные фор- 
мы Рь, Ро, ... Ет удовлетворяют условию (9.6), конъюнкция Ё вхо- 
дит в Ра, Рь,, -„., Е И не входит в остальные дизъюнктивные 

нормальные формы. Если # не является простой }4;, -[:, -... К, 
импликантой, то существует простая 1, -[) ;, - ... +, -импликан- 

та Ё такая, что #<Р. Пусть Р”, F's, ..., F’m —- M3 bIOHKTHBHbIe HOp- 
мальные формы, которые получаются из Fy, Ро, .., Pm заменой 
конъюнкции Ё на Ё. Тогда 

fO<Fi<h?, 1<i<m; (9.8) 
c(F',, Е’... т) < С(Р,, Ро»... Ет)- (9.9) 

Доказательство. Поскольку Ё ‘не является простой импликан- 
той, то, по определению, существует конъюнкция Ё такая, что 

< О.о... о. (9.10) 

Так как существует не более чем конечное число таких конъюнк- 
ций, то в качестве Ё# можно взять максимальную из конъюнкций, 
удовлетворяющих (9.10), т. е. простую |; - а, - ... - 9, -импли- 

канту. Из (9.10) и соотношения (3.2) табл. 7.2 имеем 1<5Ё = ®., 

l<j<l. 
Отсюда, из (9.6) и соотношения (3.2) табл. 7.2 получаем 

НО Ри ЗЕМ 5Н, 15151 

Из неравенства #{<#Ё и соотношения (3.4) табл. 7.2 следует, что 
ЗУР=Р и Р=Р:, УР. Так как Р.=Ё: для Рь не содержащих &, 

-то неравенства (9.8).доказаны. Из неравенства #<Ё, определения 
Е’; и предположений о сложности следует (9.9). 

Простую №; К? ;,-... -[Ч);, -импликанту, не являющуюся [®- 

импликантой ни для одного 15-й (1<й=—<1), далее будем называть 
р-простой ];, №, - ... -@:,-импликантой. Из приведенной леммы 

следует, что в качестве конъюнкций достаточно рассматривать 
только р-простые };,-импликанты, р-простые [);, [®;,-импликан- 
ты, .., Р-простые [9:9 .,-... 9, -импликанты, . р-простые 
9; -{9)5- ... -@т-импликанты. 

* В терминах теории высказываний неравенство |-> означает, что & Mper- 
полагает |. Английский глагол ипрШ№у (подразумевать, предполагать) положен 
в основу этого термина. 
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Задача 9.1. В задаче $1 в качестве кандидатов конъюнкций 
нет необходимости рассматривать р-простые [4 fd; - . К; - 

конъюнкции Ё если fo, =00< j=!) всегда, когда f=1. 

Решение. Конъюнкцию f MOMHO рассматривать в качестве кандидата, вхо- 
дящего в дизъыюонктивные нормальные формы Fy; j(ixsish из (9.6), Ho еслн f 

исключить из F; }. то неравенства (9.6) по-прежиему останутся справедливымн, 

н рассматривать # в качестве кандидата не имеет смысла. Если #=1, то [1 г 
=|, и такие простые нмпликанты являются конъюнкциями, принимающимн зна- 
чение [| только иа наборах значений входов, которые для выходов с иомерами 
f1, 2, ... И несущественны. 

9.2.1. Метод, основанный на согласователях 

Рассмотрим метод нахождения всех простых импликант функ- 
цин |, заданной одной из ее дизъюнктивных нормальных форм 
(если функция задана таблицей ее значений, то в качестве дизъ- 
юиктивных нормальных форм можно взять ее совершенную д.н.ф. 
На практике по смыслу задачи часто удается построить сравни- 
тельно просто булеву формулу без построения таблицы значений 
функции и далее преобразовать ее к дизъюнктивной нормальной 
форме). Множество ‘всех простых импликант функции | обозначим 
через РГ(Г). 

Определение согласователей. Пусть В = x9 x82 ...x 77 и Вх №. .. 
r 

... Х i — элементарные конъюнкции такие, что а) для одной из 
г а бумв й, например хр, в {2 имеется ее отрицание (пусть это будет 

- . се а 
xR; при этом й=й, а:=61; 6) никакое из отрицаний х рбуквх |. 

a 
H3 ¢;, отличных от xi (1<Я=г), не входит в № (буквы х in могут 

как входить, так и не входить в 15}. Произведение { всех различ- 
ных букв, кроме хр, xh, входящих в ty HH Ё, называется согла- 

сователем конъюнкций Ц и 12 и обозначается через 1=и 94. 

Если указанные условия не выполняются, то говорят, что сог- 
ласователь не существует. Например, 

№ Хо Хз Ха Хз Хь == Х1 Хз Х4 Хь. 

С другой стороны, согласователь хих.Хзх.Яахоль не существует. 
Если элементарные конъюнкции И и № одного и того же ран- 

га г содержат по г! одинаковых букв и по одной букве, кото- 
рые являются отрицанием друг друга, то говорят, что расстояние 
между И и #2 равно 1. 

Задача 9.2. Пусть Й и 15 — две минимальные элементарные 
конъюнкции. Согласователь между В и Ё существует тогда и толь- 
ко тогда, когда расстояние между В и #5 равно 1. 

Решение. Очевидно из определений. 
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Задача 9.3. Расстояние между В и 25 равно |! тогда и только 
тогда, когда существует согласователь ВЬ=Е и, кроме того 
пИ«ЗЁРи <. 

Решение. Достаточность очевидна из определений. Наоборот, пусть сущест- 
вует согласоваиность #1. Не теряя общностн, можно предположить, что 
и=жЁа, БЕЖЁ2. Тогда ВЕЬЕЕГь Так как при этом хи’ < ЕЁ», 22 ЫНЬ, 
то из задачи 7.38 следует что ЁЁР2, Р.= Ра, т. е. Рл-=Ё.. 

Задача 9.4. Если для элементарных конъюнкций И и to cy- 
ществует согласователь Пфь, то 

< М. (9.11) 
Решение. Поменяв, если нужно, местами В и 2, положим Н=хЁ, Б=5Ё, 

где Ё1 и Г› представляют собой либо элементарные конъюнкции, не содержа- 
щие букв х:; и Х., либо константу 1. Поскольку НСЬ=Ёи-Ё2, то (9.11) верно 
как при х:=90, так и при х;=1. 

Задача 9.5. Согласователь Н%(НЬ) не существует. 

Решение. Предположим, что В =х"ыЁ”, = АЕ. Поскольку &9=Р1-Ра, 

то В не содержит хб». Так как все буквы Г. входят в НО, то согласова- 
тель 12 (НЯ) существовать не может. 

Задача 9.6. Согласователь не удовлетворяет закону ассоциа- 
THBHOCTH. 

Решение. (хахзбЕхах2) Ех 5 хаХз Е (хах2бЕХихь). 

Справедлива следующая важная теорема. 
Теорема 9.1. Совокупность элементарных конъюнкций $= 

= {!, Ь, ... И} совпадает с множеством всех простых импликант 
функции [=В\УЬМУ ...У\Ё тогда и только тогда, когда: 1) для любых 
15=] & 41; 2) для любых 15=] лнбо согласователь ВЕ; не суще- 
ствует, либо для некоторого Е НАБ ЫЬ. 

Доказательство. (а) Пусть $=Р/Г(Г). Условие (1) очевидно. 
Если существует ЕЁ, то из задачи 9.4 следует, что ВЕК 
—=#\УЬ<]. Из определения простой импликанты и равенства $ = 
= РГ(7) следует выполнение условия (2). 

(6) Предположим, что выполняются условия (1} и (2); рас- 
смотрим следующее множество Т импликант функции [: 

T={(tt<f, ¢ <t; ona seex 1<i<]}. 

Предположим, что в $ имеется конъюнкция #, не являющаяся 
простой импликантой функции ]{. Тогда существует простая ‘им- 
пликанта { функции | такая, что #;,<1 При этом [8 $, так как 
выполнение неравенства #;«Ё (если ==) для некоторого #, про- 
тиворечило бы условию (1). Заметим, что если простая импликан- 
та { функции { не принадлежит $, то, по ‘определению простой 
импликанты, {еТ, т. е. если 55РГ(Г), то Т непусто. 

Пусть к — одна из предельных минимальных конъюнкций в Г. 

Если Ю является минимальной конъюнкцией ха: ха... Хот, то = 

< \УЬБУ ...МЬ=| и, следовательно, в $ существует некоторая 
конъюнкция Ё, принимающая значение 1! при хь=а(1<й= п). 
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При этом &6<&, и мы получили противоречие с определением Г. 
Таким образом, 4ер()<ип, и, следовательно, существует пере- 
менная х»ь такая, что ни Хх», ни Хь не входят в fy. Tak Kak Ц яв- 
ляется минимальным элементом Т, то хью, Хью Т. Поскольку 
хи Ь Хью р, то при некоторых &, } 

Xnlo<tir Xnto<ly. (9.12) 

Если ¢; He COnep KUT GOYKBY Xn, TO, COrmacHo задаче 7.38, fo<cki. 
Это противоречит тому, что &цЕЕГ. Следовательно, #& содержит хе. 
Аналогично доказывается, что Ё; содержит Х». Из задачи 7.38 и со- 
отношений (9.12) следует, что ‘все буквы в Ёй и &, кроме хь, Хь, 
входят в &. Таким образом, существует согласователь В и 
< (#9). Далее воспользуемся условием (2). Существование 
конъюнкции Е такой, что ин, противоречит тому, что 
oT. Следовательно, $ =РГР. 

С помощью этой теоремы W описываемой далее процедуры 
можно найти все простые импликанты. 

Метод нахождения всех простых импликант. Предположим, что 
задано множество попарно различных элементарных конъюнкций 
So= {Но, 120, assy tio}. Положим = Ном Во М ... МНО. 

(1) Вначале исключаются все те элементарные конъюнкции Ё, 
для которых существуют элементарные конъюнкции йо, удовлет- 
воряющне условию 10< 1. 

(2) Если не существует ни одной неупорядоченной пары раз- 
личных элементарных конъюнкций из $, к которой можно было 
бы применить описанную далее процедуру О, то полагаем $= 
=РГГ). Если существует пара элементарных конъюнкций #,, &, 
к которой процедура © еще не применялась, то к ней применяется 
процедура Q. 

Процедура @. Если согласователь #5; не существует, то пере- 
ходим к (2). Если же он существует, то проводим сравнение 
[СЕ с каждой элементарной конъюнкцией &е=5. Если при этом 
находится конъюнкция { такая, что (НЕ) <, то возвращаемся 
к (2). В противном случае из $ исключаем все конъюнкции & 
такие, что < (ВЕ); присоединяем к S согласователь ВВ ни 
возвращаемся к (2). 

Пусть Si-1, 5; — множество $ соответственно до и после 1-го 
применения процедуры @. Согласно задаче 9.4 ‘и соотношению 3.4 
нз табл. 7.2 V t= V Ь так что оба эти выражения равны 

teS;_4 ieS ; 

i= У Ё 
1ESo 

После завершения выполнения (2), согласно теореме 9.1, S= 
=Р/(Р. Предположим, что при выполнении ‘процедуры @ из $: 
была исключена элементарная конъюнкция ¢t. Так как в $, а сле- 
довательно, и во всех множествах $;(1<—1) существует элементар- 
ная конъюнкция, которая больше Ё, то { не может быть присоеди- 
нена к S на следующих этапах. Положим ТГ={Нр 36 (1—< 
<i<il)}. Tak kak S;:CT, TO число пар конъюнкций, к которым 
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применима процедура 0, не превышает |Т| (|7Т|-—1)/2. Время, не- 
обходимое для выполнення процедуры Q, пропорционально с1|7|. 
Таблицы, которые при этом используются, содержат также не бо- 
лее чем соп|Т| двоичных символов (Ст, С2 — константы). 

Пример 9.3. Рассмотрим дизъюнктивную нормальную форму 
(8.28). Построим для нее табл. 9.1 из трех столбцов, первый из 
которых указывает имя элементарной конъюнкции, второй — пе- 
ременные, входящие в эту конъюнкцию, а третий — результат 
проверки. Если элементарная конъюнкция # содержит букву х:(Х:), 

Таблица 9.1. Таблица определения простых импликант 
  

  

  

  

  

Ковъюнкции 

ty e 100 0 0 0 0 V 
te 555 10000 \/ 
13 eB ec ce [ОО V 
t, e&eeteceeeceé i 

нь = 1050000 \/ 
140 ее Е Ое 00 \/ 
13624 ee ececeit Oe 

Lg (ty Zt) e | 0e«& 00 0 & V 

(fg 2 tg) 2 (lg Z (fy Sta) e 10e08ce 0 €     
  

то в строке этой таблицы, соответствующей Ё (далее эта строка 
называется просто строкой 1), на пересечении со столбцом ета- 
вится символ 1(0); если ни юдна из этих букв в Ё не входит, то в 
указанной клетке таблицы ставится символ в. В столбце С ста- 
вится знак \/, если рассматриваемая строка соответствует элемен- 
тарной конъюнкции, которая должна быть исключена при выпол- 
ненин процедуры @. Для элементарных конъюнкций, которые 
дожны быть добавлены, используются первоначально пустые стро- 
ки. Элементарным конъюнкциям, входящим в дизъюнктивные нор- 
мальные формы (8.28), в порядке их записи в дизъюнктивные 
нормальные формы присвоим имена Н, {5, 13, 4. Для удобства чи- 
тателей в столбце имен элементарных конъюнкций указывается, с 
помощью какого согласователя получена соответствующая кенъ- 
ЮНКНИЯ. 

(1) Условием существования согласователя {РЁ является на- 
личие среди столбцов х!, Хо, ... ровно одного столбца х;‚ который 
в строках Ь Ё имеет символы 0 и 1 или 1 и 0. Если воспользо- 
ваться утверждением задачи 9.5, то можно несколько облегчить 
процедуру определения согласователей. 
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(2) Для строк, не содержащих знака V в столбце С, прове- 
ряется существование согласователей, при этом вначале рассмат- 
риваются строки, расположенные выше. Если согласователь суще- 
ствует (пусть это будет #), то строится строка К ‘ни далее она по- 
следовательно сравнивается с вышерасположенными строками Ё, 
которые не отмечены знаком \ в столбце С. Если при этом ока- 
зывается, что Р<Ь то у строки Ё в столбце С ставится знак V. 
Если же [< РЁ, то строка # стирается. 

(3) После выполнения указанных операций строки таблицы, не 
имеющие знака \ в столбце С, будут простыми импликантами. 
В данном примере простыми импликантами являются хоз хт, 
А4Л5Х7, ХбХ7Хв. 

Задача 9.7. Покажите, что простыми импликантами функции 
f С D,(f) = {0, 2, 4, 6, 10, 11, 14, 29} Являются ЖХоХзХАаХь, X 1 XoX3Xa, 

X\XoXs, Xix4X5. Получите эти простые импликанты с помощью таб- 
лиц Карно приводимых далее. 

Задача 9.8. Импликанта { функции { является простой тогда 
и только тогда, когда не существует ни одной импликанты функ- 
ции |, находящейся от { на расстоянии I. 

Решение. Если Ё не простая импликанта, то существует импликанта to Ta- 
кая, что <=. Из задачи 7.38 вытекает, что в этом случае существует буква 
х°;, которая входит в Е, но не входит в &. Пусть Ё — это конъюнкция, которая 
получается из Г прн замене в последней буквы х‘; на ее отрицание. При этом 
Г<=<|, т. е. является импликантой функцин {. Наоборот, если Ё простая 
импликанта, то, согласно задаче 9.3, не может существовать импликанты функ- 

цин }, находящейся на расстоянии | от fF. 

Задача 9.9. Функции [, | не имеют общих простых импли- 
кант, кроме минимальных конъюнкций, тогда 'и только тогда, ког- 

да |=с@Фх, Фх. Ф...Фх»ь (6=0 или 1). 
Указание. Предположим, что функцин [, 7 не имеют общих простых импли- 

кант, кроме минимальных конъюнкций. Воспользовавшись утверждением задз- 
чи 9.8, покажите, что (В) =КА) для произвольного набора АеУ» ‘и всех 
наборов Ве\У„ такнх, что 4(А, В) =1. Отсюда булет следовать, что для всех 
наборов А, имеющнх четный (нечетный) вес №(А), значения функции будут 
равны (для доказательства воспользуйтесь индукцней по @(А)). Наоборот, так 
как у pn(pn) не может быть минимальных коиъюнкций, находящихся друг от 
друга на расстояннн 1, то из задачн 9.2 и теоремы 9.1 следует, что все минн- 
мальные конъюнкции являются простыми ‘импликантами и, кроме них, других 
простых имплнкант нет. 

Упражнение 9.2. Для |=, положим тр, (Р) = {А|АеЕ\Ув, 
f(A)=1 u (В) =0 для всех В таких, что В<А}; тр. (р) является 
множеством предельных минимальных элементов О, (Г). Пусть 
A=(a), Qo, ..., An)EVn, ав =аг, = ... =а:, =, а:=0, #5=1(1<] < г). 

Набору А сопоставим элементарную конъюнкцию #1 (А) = x7, 2, ---Xi, 

ранга г. Докажите, что если | является монотонной функцией, то 

PI (f) = „(Ал Аетр, (1. (9.13) 
Решение. Предположим, что Ё»(А) < (В) для иекоторых наборов А, Ве 

еп, ([). Из задачи 7.38 и определения {м следует, что В<А. По определенню 
тр, ([). нмеем [(А) =1, КВ) =0. Однако это противоречит тому, что Вет0! ({). 
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Следовательно, множество 5 в правой части (9.13) удовлетворяет условию (1) 
теоремы 9.1. Так как ш(А) не содержит отрицаний переменных, то никакие 
две элементарные конъюнкции из $ не имеют согласователя, т. е. выполняется 
такжс условие (2) теоремы 9.1. 

Метод нахождения простых импликант при нескольких выхо- 
дах. Как следует из леммы 9.1, при переходе к задаче с многими 
выходами возникает необходимость определения р-простых импли- 
кант функций [;(1<1<т), КЮ, (1=<и<Ь=т), .., МО... 
..9. Поскольку при независимом их построении эффективность 
оказывается обычно невысокой, то лучше их строить одновремен- 
но, например, методом таблиц Мак-Класки. 

Пример 9.4. Пусть #, ре, р, (р) = {1, 3,7}, Dy (fe) = £2, 6, 7}. 
Как видно из табл. 9.2, в отличие от табл. 9.1, в данном случае 
в таблицу дополнительно вводятся столбцы Й[, fo. 

Таблица 9.2. Таблица определения простых 
импликант в случае нескольких выходов 
  

  

  

Имя конъюнкций д Xs Xs f, fF; С 

l 001-— 0 V 
2 010 g— V 
3 0o11—0 \/ 
6 110 0— \/ 
7 a 

1¢3 ого 
206 e 10 0— 

791623 11-0 
82256 1 le o—     
  

(1) Вначале строится таблица для различных элементарных конъюнкций, 
входящих в дизъюнктивные нормальные формы функций |, Ь, НЬ. Далее 
выполняются те же операцин, что ‘и прн Ш=1. Прн этом имеется ряд юсобен- 
ностей (см. далее). В данном примере построение начинается с миннмальных 
конъюнкций 1, 2, 3, 6, 7 функции НУР. 

(2) В строке Ё и столбце [+ ставится знак «—», еслн #< |, и 0 в противном 
случае. Еслн согласователь #152 существует, то в соответствующей ему 
строке и столбце |; ставится зиак «—», когда соответствующие Йй и Ё строки 
столбца |; обе имеют знак «—», и 0 в остальных случаях. Не имеет смысла 
рассматрнвать конъыонкции, соответствующие которым строки имеют во всех 
столбцах |; символ 0. 

(3) Будем говорить, что строка № покрывает строку Ё, еслн эти строки 
отличаются хотя бы в олном из столбцов таблицы, отличных от столбца имен 
конъюнкций, &<ЁЬ, а кроме того, для всех { таких, что строка в столбце р 
имеет 0, строка й в столбце |, также имеет 0. Еслн для вновь построенной 
строки в таблице уже имеется строка, которая Cc ‘ней совпадает (имя конъюнк- 
цин при сравнении во вниманне не принимается) илн которая ее покрывает, го 
строка { стнрается. Наоборот, если Ё{ покрывает некоторую ранее построенную 
строку Ё, то у последней в столбце С ставится знак \/. 

(4) После завершения выполнення всех операций стрбкн Ё не содержащне 
знака \/, будут простымн импликантамн для произведення всех функций, ко- 
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торые соответствуют столбцам, нмеющим знак «—» в этой строке. В данном 
гримере р-простыми импликантамн являются: Хахз, Х2Хз для |1, ХаХз, Хаха для |, 

А4ХЗХз ДЛЯ НР. 

Если построить дизъюнктивные нормальные формы минималь- 
ной сложности для функций |, р независимо, то полученные в 
результате простые импликанты не будут совпадать с самими 
функциями [, [2. Отсюда и из леммы 9.1 следует, что = хихзУ хохз; 
fo=X\X0V X0X3. 

На рис. 9.3,а приведена И—ИЛИ-схема глубины 2, реализую- 
щая эти функции. На рис. 9.3,6 приведена другая И—ИЛИ-схема 
глубины 2, также реализующая функции |, р. Вторая схема по 
сравнению с первой более экономна как ‘по числу элементов, так 
и по суммарному числу входов. Она использует р-простую импли- 
канту хХохз функции ДР. 

7 J 4 я ; 

2 
Ly £3 т) 

у XY tr 

Xp hh 

2 

22 2 
9; 

a) 0) 

Рис. 9.3. Схемы из примера 9.4 

Задача 9.10. Пусть В, (р) = (0, 1, 3, 7}, Di (fe) = {1, 3, 4, 5, 7}. 
Найдите р-простые импликанты функций }, |, | |. 

Решенне. _В данном случае р-простыми импликантами являются: Хах. для 
функции {, хаХ2, хз для функцни fe, Хахз, Хохз для функцнн {1Ё. 

Задача 9.11. Найдите простые импликанты для кодера прио- 
ритета из примера 8.5 при m=3. 

Решение. (1) О$ и: (1—3). 
(2) Пронзведенне ЕО с остальными выходами GS, ys, Yo, уз равно 0. При 

этом р-простой нмпликантой функцин ЕО является Ех1хо ... Хз. 

(3) и1 и: = Ё (5 < Утах) [(3 < Утах < 4)\/(7 < Ттах < 8)] = Е (7 < Утах < 8) = 

= Е (х, хв\/ хе) = Е (х, \/ хз). 

Аналогнчно Ил Из = E [WJ max = 6)\/( Утах = 8)] = Е (xg X7 Xg\/ Xs) = 

=E (xg X7\/ x) ‚ /2 Уз = Е [(Утах = 4)\/ (Утах = 8)] = Е (ха в хе ха хв\/ ха) — 

= Б (ха хь хв ха \/ ха), У1 У2 Из = В (Утах = 8) = Ехв- 

(4) Из сказанного ранее, соотношений (8.26) —(8.29) н теоремы 9.1 следует.. 
что р-простыми импликантамн являются: Еха, Ех2, Ехз, Ехь для функции 0$; 

Ex,, Exe ana GSy,; Е хзхьхе, Е ха хь хв для (Зи; Е хз хь №, 

183.



ЕхахьХ для СЗуз; Еж для С$у1у2; ExexX: ana GSyiys, ExsXsXex7 для GSye2ys- 

Exe для GSysyeys. 

9.2.2. Таблица Карно и коды с единичным расстоянием 

При геометрическом представлении булевых функций (см. 6 7.3) 
множество черных кружочков, соответствующих элементарным 

а ow . ew KOHBIOHKUHAM Хх 1...Х о’ ранга г данной булевой функции, прелд- 
г 

ставляет собой некоторое подмножество вершин п-мерного еди- 
(001) 
5 

  

Рис. 9.4. Представлеиие эле- 
ментарных КОНЪЮНКЦИЙ на 

еднннчном кубе 

ничного куба. Например, на рис. 9.4 
при п=3 на единичном кубе представ- 
лены элементарные конъюнкции Хз, 
Х2Хз, МЯ2Хз. Множеству Р' (хз) соот- 
ветствует плоскость, множеству Ду (хе, 
Хз) — ребро, а Д(жмх2хз) — вершина. 
Благодаря этому свойству можно за- 
писывать таблицы значений функции, 
используя понятие соседних элементов 
У„ (элементы являются соседними, 
если расстояние Хэмминга между нн- 
ми равно 1). Типичным примером та- 
кой записи являются таблицы Карно, 
в которых ребра и плоскости, понимае- 

  

  

  

  

  

  

  

        
  

  

  

  

  
  

  
  

        
  

  

  

      

  

    

Таблица 9.3. Таблнцы 6) n=3 
Карно = 

a) n=2 х, 2 *3 

x оо | о 1 | г | I O 

x, o | 4 0 7.0.9 | 6.0.0) 0.1.0 f 0.1.0 

ОО |1. ‚  [Ра,0,0 и (1,0,1) и (1,1 (1,1,0) 
1 f (1,0) ra. 

в) п=4 г) п=5 

Хз Ха Xs Xe Xs 

oan 0 olo ва то "| содоо от Цотот гонт Ито 10 

0 0 ool | | | | tt 
0 1 | 0 | | | | 

1 1 | | | | | | _ 

10 | iol | | | |        



мые в указанном смысле, помещаются в «легко обозримые» места 
таблицы. Таблица 9.3 представляет собой таблицы Карно при чис- 
ле переменных от 2 до 5. Например, при пл=4 в клетке таблицы, 
расположенной в строке 01 и столбце 10, записывается [(0, 1, 1, 0). 
В трех последовательностях 0,1; 00, 01, 11, 10; 000, 001, 011, 010, 
110, 111, 101, 100 элементов из Ув, Г. или Из расстояние Хэмминга 
между соседними элементами равно 1; при этом расстояние Хэм- 
минга между первым и последним элементами также равно 1. 
Следовательно, расстояние Хэмминга между элементом Уз, соот- 
ветствующим некоторой клетке таблицы и клетке, расположенной 
слева, справа, сверху ‘или снизу от нее, равно 1. При л<4 верно 
также обратное утверждение, а именно, если двум клеткам таб- 
лицы соответствуют элементы Ги, расположенные на расстоянии 1, 
то эти клетки являются соседними. При п>о это утверждение 
неверно ни для одной таблицы (число элементов У», находящихся 
на расстоянии Хэмминга | от заданного элемента, равно п, а в 
таблице у каждой клетки имеется только четыре соседние клетки). 
Клетки, соответствующие наборам, которыми можно пренебречь, 
т. е. запрещенным набором, обозначаются либо букво 4, либо 
знаком Х. 

Пример 9.5. Таблица 9.4 представляет собой таблицы Карно 
КОНЪЮНКЦИЙ Ху, Хз, Хз, Хохз, ИЯз от трех переменных. Используя 
описанные свойства, можно сравнительно просто определить прос- 
тые импликанты функции {| при п<5. 

Таблица 9.4. Примеры таблиц Карио, представляющих конъюнкции 
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Пример 9.6. Таблица 9.5 является таблицей Карно функции 
f= Ky XoXgX4 VX XoXgXaV Xi XoXgxX4V Хх Ха XXoX3X4V жХоХзха М ххх 

\Мх.Х2Хзх4а. Простыми импликантами функции | являются X1X2X3, 
ЖХзХ4, Х2ХзХ4, Х2ХзХ4а, ХХ2Х4, МХзХ4, ХХХ, МХ2Хз. 

  

Таблнца 9.5. Таблица 9.6. 
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Пример 9.7. Простые импликанты функции, заданной табл. 
9.6 Карно (в данном случае имеется вход, которым можно прене- 
бречь), как следует из леммы 9.1 и определения |, можно полу- 
чить, положив 4=1| (простую импликанту, состоящую только из 
одной буквы 4, согласно задаче 9.1, необходимо исключить). Прос- 
тыми импликантами являются Хо, Хз, ХХ. 

Определение кода с единичным расстоянием. Взаимно одно- 
значное отображение ф множества /„ целых чисел от 0 до 2—1 
на У„ называется кодом с единичным расстоянием, если оно удов- 
летворяет условию Ul): для всех целых положительных чисел 
i<=2"™—1 d(g(i—l1), g(i))=1. Sror Kon называется циклическим 
кодом с единичным расстоянием, если он удовлетворяет также 
условию (02): 4($(0), p(27—1))=1. | 

Если У„ рассматривать как множество вершин и-мерного едн- 
ничного куба, то в графе С», вершинами и ребрами которого яв- 
ляются соответственно вершины и ребра п-мерного куба, по 
циклическому коду с единичным расстоянием ф можно построить 
гамильтонов цикл с вершинами ф(0), Ф(Т), ..., p(2"—1), (0). 
Верно и обратное утверждение, а именно, если в С» задан гамиль- 
тонов цикл, то по нему можно построить код с единичным рас- 
стоянием. В таблицах Карно по горизонтали и вертикали исполь- 
зуются циклические коды с единичным расстоянием. Коды с едт- 
ничным расстоянием используются также при преобразовании 
аналоговых величин в дискретные. В частности, циклические коды 
с единичным расстоянием используются при квантовании угла по- 
ворота [19]. 

Задача 9.12. Пусть фб”® — отображение /„— на Уз, яв- 
ляющееся колом с единичным расстоянием, и ф;"`® (Г) — ]-я ком- 
понента вектора ф"`® (Г). Определим $”), положив для каждого 
0=—:=—2"—!:; 

ф“" (1) = (0, ф-т (1, фи (0,..., ФИ (0); 

ф(") (2"— 1—1) = (1, ФИ (1), ф-т (0,..., ФО (0). 

Покажите, что отображение ф”» множества /и ‘на Ил» является 
циклическим кодом с единичным расстоянием. 

Указание. Заметьте, что 4(ф‘”) (2"——1), lm) (2"—-1)) =d(p™ (2°—1), 

Ф‘”) (0) ) =1. 
Горизонтальные и вертикальные послеловательности в табли- 

цах Карно 9.3 строятся последовательно описанным ранее спосо- 
бом из равенств pl!) (0) =0, pM) (1) =1. 

Задача 9.13. В Уз имеется пять элементов, находящихся на 
расстоянии | от элемента, соответствующего заданной клетке таб- 
лицы Карно с п=5. Четырем из этих элементов соответствуют 
клетки таблицы Карно, расположенные слева, справа, сверху ни 
снизу от исходной клетки. Какая клетка соответствует пятому из 
упомянутых элементов? 

Указание. Расомотрнте метод построення кодов с единичным расстоя- 
нием, описанный в предыдущей задаче. 
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Средн кодов с единичным расстоянием наиболее широко изве- 
стен код Грея*, который строится следующим образом. Каждое 
целое число 1(0<—:<2”) представляется в двоичном коде: 

п 

i= У! а; 21-71, 

7—1 

и Далее полагается 

Ф (1) = (а, а`Фа., а.Фа....., а,—Фар). 

Это отображение ф называется кодом Грея. 
Задача 9.14. Покажите, что код Грея является циклическим 

кодом .с единичным расстоянием. 

Решение. Воспользуемся индукцией по п. Прн п=| утверждение задачи 
верно Предположим, что оно верно для п—1 при мекотором п, и докажем, что 
оно верно для п. Если при 0<7<27-1 положнть 

п п 

i= У а)?" 1, то аа = и 2" —1— {= >) ал 271. 
j=! ]1=1 

Отсюда получаем 

Ф (2) == (0, а», а. Фа.,..., аа. Фа»); 

@ ( 2" —1— i) = (1,1 @ ae, day Ф аз» ... , аа—1Фап) = (1, аз, а. Ф As... 

--., @л-1 @Фап). 

Из задачи 9.12 следует, что это отображение является цикли- 
ческим кодом с единичным расстоянием. 

9.3. Задачи о покрытии множеств [17—19] 

9.5.1. Постановка задачи 

Пусть $ — множество, состоящее из т элементов ет, 62, ... ею 
изь $5., ... э; — некоторые подмножества множества 5. Предпо- 
ложим, что для каждого S; определено неотрицательное пелое 
Число Ci. 

Задача. Требуется найти подмножество / множества {1, 2, ... 
... Г} такое, что 

S= US, (9.14) 
iel 

и сумма Х с; минимальна. 
1 16 

Эта задача называется задачей о минимальном покрытии и 
сводится к некоторым комбинаторным задачам. Иногда задачей о 
минимальном покрытии называется сформулированная ранее за- 
дача при с1=С2= ... =<==1. Семейство подмножеств, удовлетворя- 
ющих условию (9.14), называется покрытием множества $. Поло- 
жим а;;=1|, если е==5:, и а:;=0 в противном случае. Матрица 

* Иногда кодом Грея называют любой код C еднничным расстоянием. 
(Прим. ред.) 
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(а:;), имеющая г строк и т столбцов, называется матрицей инци- 
дентности семейства э подмножеств $1, 5, ..., э;. Сформулирован- 
ная задача эквивалентна следующей задаче целочисленного про- 
граммирования [31]: 

Г 

min >) ¢; x;; (9.15) 
i=! 

r 

44:21, l<j<cm (9.16) 
é=1 

(здесь х; — целочисленные переменные, принимающие значения 
Ои Г). 

Задача 9.15. Если существует процедура решения задачи о 
минимальном покрытии (случай с1=с2= ... =Ст=|) за время по- 
рялка некоторой степени р произведения тг, то №Р-полные за- 

дачи разрешимы за полиномиальное время. 

Решение. Если известно решение Г задачи о минимальном покрытии, то в 
задаче (а) прнмера 9.1 (3) можно определить, выполняется ли неравенство 
П|=<Е. Наоборот, если МР-полные задачи разрешимы за полнномнальное вре- 
мя, то, проверяя последовательно значения Е=1, 2, .., можно найти минималь- 
ное значенне || за время порядка некоторой степенн пронзведення Mm Xr. 

Исходя из последней задачи, можно предположить, что не су- 
ществует общего метода ‘решения задачи о минимальном покрытии 
за полиномиальное по т, г время. Покажем, как свести задачу о 
минимальном покрытии к задаче с возможно меньшими значения- 
ми т иг. Если это не оговорено особо, в качестве меры <лож- 
ности совокупности дизъюнктивных нормальных форм c(Fy, Foe, ... 

... Fm) далее берется функция (9.5). 
Упражнение 9.3. Пусть < {® и Ц В, .., Ь — простые 

импликанты |. Предположим, что 5-Е, (1<1=ж<г). Пусть Г — 
решение (вообще говоря, неединственное) следующей задачи о 
минимальном покрытии: 

$ =р; (К); 

§;=Dyi(t)NS, t<igcr; (9.17) 

C= Cg +c7 (deg (t;) +1) npn deg (t;) > 2; 
€;=c,; npn deg (t,;)=1. 

Тогда Е= V f¢; (9.18) 
ie! 

является дизъюнктивной нормальной формы с минимальной слож- 
ностью, удовлетворяющей условию {9 < Е=< |. 

Решенне. Так как #;<f{, то ЕК. Из леммы 9.1 следует, что средн 
логических сумм простых импликант функцин }“1) существует логическая сумма 
с минимальной сложностью. Если 

S=D, (f) =U Sc U D, (ti), 
fel fel 

ro fO<V 4. 
tel 
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Так как (°)52Ё, то || >2. Следовательно, сложность дизъюнктнвных нормаль- 
ных форм \/ Ё равна сс+ У с:. Это означает, что дизъюнктивные нормаль- 

iel tel 
ные формы (9.18) нмеют мнннмальную сложность. 

Таблицы простых импликант. Матрицы инцидентности задачи о 
минимальном покрытии (9.17) называются таблицами простых им- 
пликант. 

Таблица 9.7. Таблица простых импликант из прнмера 9.3 
  

  

  

Простые Ныпликанты Pi ff Сложность 

024610 11 14 29 

НЕХ, Ха № Хх, № 1 сс + 6c, 
ty = Xy Xq X3 Xq lo св +55 
tp = %4 Xa Xe L111 сс + 4c, 
Ц =, х; № 1 i 1 | сс tac       

Пример 9.8. Таблица 9.7 является таблицей простых имплн- 
кант функции [ из задачи 9.7. При этом 
S=D, (f)= {0, 2, 4, 6, 10, 11, 14, 29}; 

$: = Р, (хи х Хз Ха №) = {29}; 
$, = Dy (1X2 Xq %q) = (10, 11}; 
S =D, (x; X_ Xs) = {0, 2, 4, 6}; 

$, = Р; (ха ха ль) = (2, 6, 10, 14}. 
В этой и других подобных таблицах символы 0 не ставятся и 

соответствующие им клетки оставляются пустыми. В крайнем пра- 
вом столбце таблицы указана сложность каждой простой импли- 
канты. 

Пример 9.9. Таблица 9.8 является таблицей простых импли- 
кант функции { из примера 9.6. Все простые импликанты в дан- 
ном случае имеют одинаковую сложность, поэтому в таблице она 
не указывается. 

Упражнение 9.4. Опре- 
деление существования или не- 

Таблица 9.8. Таблица простых 
импликант из примера 9.9 
  

  

  

существования ДИиЗЪЮНКТИВНОЙ простые ныпликанты D, (f) 
нормальной формы, которая функции f 015810131 
удовлетворяет условию (9.6) и ats 
при этом может быть реализо- 4,_ x, zx, 11 
вана с помощью ПЛМ из при- Б=хихах 11 
мера 9.2, сводится к решению —#=52%зх 1 1 
следующей задачи о тождест- ха 11 | 
венности. Пусть teo=xXaxeK | | 

fy = хахах 1 1 
S={(h, ISD FO), SA} te~xaxexs 11   
 



и В, to, .... 6 — р-простые импликанты функций [),, f, 2, fOm, 
Е, ..., р |, ... О, ,.., КО, ... Фи, перенумерованные целы- 

ми числами от | до г. Если Ё — простая импликанта функции 
FO, Ff)... (1, то положим 

S:= (lin, IED (F-t), 1<h<Y, 1<i<r. 
Спрашивается, существует ли подмножество / множества {1, 2, ... 
... Г} такое, что 

$= 0$, < А. (9.19) 
Е] 

Решевне. Как следует из леммы 9.1, в данном случае достаточно расомот- 
реть лишь простые импликанты. Для пронзвольного подмножества 1 множества 
{1, 2, ..., 7} определим ЁРь как логическую сумму всех р-простых импликант & 
функцин КК, ..РЬ ... а, таких, что Г. Прн этом Рь К. С другой 

стороны, по определению $ и $:, имеем 

$ = 15 ==А? < РЗ хп). 
iel 

Таким образом, сформулированная задача о тождественности 
эквивалентна определению существования совокупности дизъюнк- 
тивных нормальных форм, удовлетворяющих условию (9.6) и со- 
держащих не более К элементарных конъюнкций. 

Матрица смежности подмножеств S,, $5›, .... э‚ введенного выше 
множества 5 называется таблицей простых импликант в случае 
нескольких выходов. 

9.3.2. Упрощение матриц инцидентности 
(таблиц простых импликант) 

Существенные строки. Если в матрице инцидентности в неко- 
тором столбце ] имеется ровно одна единица, расположенная в 1-й 
строке, то эта строка { называется существенной строкой. Посколь- 
ку э; является единственным подмножеством в $, содержащим 
элемент е;, то условие (9.14) может выполняться только в том 
случае, если =. Другими словами, $; всегда необходимо вклю- 
чать в покрытие. Простые импликанты, которым в таблице прос- 
тых импликант соответствуют существенные строки, называются 
существенными конъюнкциями. Другими словами, если имеется 
только одна простая импликанта Г функции | такая, что {< Ё 
для некоторой минимальной конъюнкции Ё функции ©, то Ё на- 
зывается существенной конъюнкцией. Например, все простые им- 
пликанты в табл. 9.7 являются существенными. Следовательно, 

F = Хх, Хо Хз Хи Хь \/ Ха № Хз \/ Ха Ха Хь \/ Хх! Х: Xs 

является дизъюнктивной нормальной формы с минимальной слож- 
ностью, удовлетворяющей условию [= Р. 

Задача 9.16. Найдите дизъюнктивную нормальную форму 
минимальной сложности, удовлетворяющую условию [< Е=< |, 

190



если О, ([4) = {0, 2, 4, 6, 10, Ш, 14, 29} (та же функция, что и в 
задаче 9.7) и О, ([6) = {0, 2, 4, 6, 10, 29}. Считается, что сг>0. 

Указание. Таблица простых имплнкант получается, если из табл. 9.7 удалить 
столбцы, соответствующие числам 11 и 14. Конъюнкции В и В являются суще- 
ственными. Далее из конъюнкцнй feo, Ц, имеющнх символ 1 в 10-м столбце, 

следует выбрать ту, которая нмеет меньшую сложность. 

Упражнение 9.5. Пусть [о<К® и Ё — простая импликанта 
функции [“). 

(1) Если существуют &, БЕРГ) такие, что f= (ЕЁ), то 
{ не является существенной конъюнкцией. 

(2) Если t<f и Ёне является существенной конъюнкцией, то 
Ё можно получить за конечное число шагов, строя согласователи 

отличных от # простых импликант функции {. 
(3) Если {}4) является линейной функцией от п переменных, то 

дизъюнктивная нормальная форма ГР, имеющая ‘минимальную 
сложность и удовлетворяющая условню К9<Е=<{, является со- 
вершенной дизъюнктивной нормальной формой функции |). 

(4) Если К — монотонная функция и #<{®, то Е — существен- 
Ная КОНЪЮНЕЦИЯ. 

Решение. Утверждение (1) следует непосредственно из (9.11). 
(2) Положим 1=ЁВ, РЦ?) ={И, Ь, .., В}. Так как Ё не является сущест- 

венной конъюнкцией то #=<{®) < \/Ё\/...\/й. Отсюда и из соотношения (3.4) 
табл. 7.2 получаем ЁВ\/В\/... VibHhVeeV.. Vi=f). Если далее к Зо= 
={1., 6. .., 1} применить метод нахождения всех простых импликант, описан- 
ный в $ 9.2.1, то с помощью процедуры @ находится #4. 

(3) Из задачи 9.9 следует, что РЁ) совпадает < множеством минималь- 
ных конъюнкцнй функции |“). Согласно утверждению задачи 9.2 у минималь- 
ных конъюнкций функций [(1) согласователей нет. Отсюда и из утверждения (2) 
настоящей задачи вытекает, что если f<<f(°), то Ё является существенной, а 
следовательно, и минимальной конъюнкцией. 

(4) Так как простые ‘импликанты функции |“ не содержат отрицаний пе- 
ременных (упражнение 9.2), то они не могут иметь согласователей. Отсюда н 
из утверждения (2) следует, что ¢ является существенной конъюнкцией. 

Из угверждения (4) упражнения 9.5 следует, что одной из дизъ- 
юнктивных нормальных форм минимальной сложности для моно- 
тонной функцни является логическая сумма ‘всех ее простых им- 
пликант. Если коэффициент сложности с, положителен, то других 
форм мпнимальной сложности не существует. 

Задача 9.17. Как следует ‘изменить утверждения упражне- 
ния 9.2 и утверждение (4) упражнения 9.5, если | является сме- 
шанной монотонной функцией? 

Указание. Если взять отрицания части или всех переменных, то } будет 
монотонной. При замене переменных их отрицаниями рассматрнваемая здесь 
сложность не иэменится. 

Процедура упрощения матриц инцидентности (таблиц простых 
импликант). Ю1) Если имеется существенная строка &, то & вклю- 
чается в / (5; включается в покрытие), все столбцы ], элементы 
а;; которых равны 1, ‘и строка Г из матрицы исключаются (эти 
столбцы | при рассмотрении условия (9.14) принимать во внима- 
ние уже нет необходимости). 
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К2) Если строки [, Г таковы, что а;;=1! для всех |, для кото- 
рых а;;=Ги с: сх, то говорят, что строка 1 покрывает строку г. 
Поскольку вместо $;. всегда можно взять 5;, строка Г исклю- 
чается. 

КЗ) Если столбцы Г, Г’ таковы, что а:;. =1 для всех &, для кото- 
рых а;:=1, то говорят, что столбец | покрывает столбец |. Если 
столбец |’ ‘покрывает некоторый другой столбец |, то первый мож- 
но исключить (заметьте, что, в отличие от К2, здесь исключается 
покрывающий столбец). Эта операция возможна по следующей 
причине. Из условия (9.14) следует существование числа # такого, 
что е;Е$:, Е. Поскольку столбец ]’ покрывает столбец |, усло- 
вие е,.Е >; автоматически выполняется. 

R4) После выполнения операций К1—ЮЗ матрица инцидентно- 
сти упрощается, и появляется возможность выполнить операции 
Ю1—ЕЗ вторично. 

Матрица инцидентности, к которой нельзя применить ни одну 
из операций Ю1— АЗ, называется неприводимой (или циклической). 

Задача 9.18. При отсутствии входов, которыми можно пре- 
небречь, никакая строка таблицы простых импликант не может 
покрывать другую строку, т. е. операция Ю2 не может быть при- 
менена первой. При наличии входов, которыми можно пренебречь, 
это утверждение, вообще говоря, неверно. 

Указание. Первая часть утверждения следует из определения простой им- 
пликанты. Для доказательства второй части в качестве примера можно рас- 
смотреть таблицу простых импликант из задачи 9.16. 

Задача 9.19. Если в задаче минимизации для монотонной 
функции { имеются входы, которыми можно пренебречь, то вместо 
$=0,(^9) можно начать © $=т0, (КЮ). 

Решение. Допустим, что А лежит в D,(f), Ho не лежит в тБ1([®)). Тог- 
да, согласно упражнению 6.4, существует элемент Ветр!(!°)) такой, что 
В<А. Простая импликанта функции }“1), как следует из упражнения 9.2, яв- 
ляется монотонной функцией, и, следовательно, ае0О! (ГР) для простой импли- 
канты & если Вер! (1. Другими словами, поскольку столбец, соответствующий 
А, покрывает столбец, соответствующий В, то первый столбец можно исклю- 
чить (операция ЮЗ). 

Задача 9.20. Проверьте, что табл. 9.8 простых ‘'импликант яв- 
ляется неприводимой. 

Задача 9.21. Применив операции К1—ЮЗ к таблице простых 
импликант из задачи 9.16, найдите решение задачи 9.16. 

_ Пример 9.10. Пусть ВБ, (№) = {0, 1, 5, 8, 10, 13, 14, 15} (функ- 
ция [та же, что и в примере 9.9) и О, ({®) = {0, 1, 5, 8, 10, 13, 14}. 
Таблица простых импликант получается в результате исключения 
из табл. 9.8 последнего столбца и представляет собой табл. 9.9, а. 
Перенумеруем строки 'и столбцы этой таблицы целыми числами 
1, 2, ... соответственно сверху вниз и слева направо. Так как стро- 
ки Ти 8 покрываются соответственно строками 4 и 6, то можно 
применить операцию Ю2 и исключить их ‘из таблицы. После этого 
строки 4 и 6 становятся существенными строками ‘и можно прни- 
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менить операцию Ю1. При этом ис- Таблица 9.9. Таблица 
ключаются строки 4, 6 и столбцы простых импликант из примера 

3, 5, 6, 7, а строки 4, 6 помечаются ~~ ™ 8 Упрощение 

знаком *. 1244567 124 
  

  

            
  

  

              

В результате выполнения этих . 
операций получается упрощенная 7 |/ 7 |! 1 
табл. 9.9,6. Применив вторично 2 Г 7 21| 
операцию R2, можно исключить 3 If |; т 1 
строки 2, 5. Шосле этого стро- an 1 i+ 5- 1- 
ки 1, 3 становятся  существен- 5 14 
ными. Таким образом, дизъюнк- ‘ 1 { | 6) 
тивная нормальная форма мини- 5 АТ 
мальной сложности имеет вид 7 on 
L:VigVtaV te. 8 1+ 

Применение задачи о мини- 9) 
мальном покрытии с неприводимой 
матрицей инцидентности. Числа применений операций R1, R2, R3 
к матрице инцидеитности из т строк и г столбцов даже при прос- 
тейшем методе пропорциональны соответственно mr, 7127, тг. Так 
как в результате выполнения одной операции исключается, по 
крайней мере, одна строка или один столбец, то число операций, 
необходимое для получения неприводимой матрицы инцидентно- 
сти, не превосходит 7-73. Для нахождения решения задачи 
о минимальном покрытни с неприволимой матрицей инцидентно- 
сти размера иЖг известными в настоящее время методами, зооб- 
ще говоря, требуется число операций, пропорциональное г-2°т, где 
с — константа. Следовательно, более предпочтительными представ- 
ляются те методы упрощепия, которые, в первую очередь, мипи- 
мизируют параметр т. Основные методы решения задачи о мини- 
мальном покрытии с неприводимой матрицей инцидентности — 
описанный метод целочисленного программирования, а также ме- 
тод ветвей и грапиц. 

Метод ветвей и границ. Обозначим через с(М) сложность ми- 
ннмального покрытия для матрицы инцидептности М. Пусть М(Х), 
J={ry, re,..., mm} — подматрица матрицы М, которая получается при 
исключении из М строк и, /», ..., Ги и всех столбцов, которые имеют 
хотя бы одну единицу в указанных строках. Положим 
k (J) == У C;. 

Е ’ 

Если У совпадает с множеством М, то будем считать, что М (У) = @ 

и с( 07) =0. 
(ВЮ) В матрице М(УТ) выбирается некоторый столбец (напрн- 

мер, первый или имеющий наибольшее число единиц). Пусть 
i}, in, ... р-— строки, имеющие символ 1 в столбце /. Положим 

(М (Л) = пипс (М (Ос. 
Далее последовательно перебпраются все возможные наборы J. 
При этом на каждом шаге с помощью последнего равенства оп- 
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ределяются ‘наборы У, которые дают покрытия, имеющие мини- 
мальную сложность среди всех найденных ранее покрытий. Эти 
покрытия и соответствующие им сложности запоминаются (далее 
они обозначаются соответственно через Ги С); ненужные набо- 
ры / исключаются из расомотрения. Этот метод дает оптимальное 
решение и называется методом ветвей и грамиц. 

Начальные построения. Пусть Му — заданная неприводимая 
матрица инцидентности ‘из п строк *. Положим 

M<M,, I<-{l, 2,..., п}, С+Е(Г, 1 в. 

и рассмотрим следующую процедуру: 
Р(М, Г, ГС): (1) для М с помощью операцин (ВЮ) выбира- 

ются столбец [ и строки Й, 1, ..., р; (2) последовательно для | 
от 1 до р выполняется следующая ‘процедура О (7): 

4 (Г): упрощается матрица М ({:;}). Пусть 7’ — множество су- 
щественных строк, полученных при выполнении рассматриваемой 
процедуры. Предположим, что матрица М ({:;} 9Г”) является либо 
пустой (т. е. в ней нет строк или столбцов; такая матрнца обозна- 
чается знаком @), либо неприводимой. 

(1) Случай Е(ГЦ {1} УГ) < С. 
(1.1) Если М(}9Г)=@, то Ме(ТУ {1} УГ) = © и, следова- 

тельно, ГЦ {1} УТ’ является покрытием. Так как сложность этого 
покрытия меньше сложности любого покрытия, ‘полученного ранее, 
то в качестве Ги С берутся соответственно /<-ЛЦ {1} УГ, 
C<—k(JU {ij}UJ’). Tlocne этого выполняется шаг (2) операции 
P(M, J, I, C). 

(1.2) Econ M({i}UI)549 To необходимо определить 
с(М({:;} 9Г)); для этого выполняются операции Р(М({1}0Г’), 
JU {uj} US, I, C). 

(2) Случай R(JU{Z}UM)SC. При этом R(JU {i} US) 4+ 
+с(М({:;} 9Г)) >С, так что никакое покрытие, содержащее в ка- 
честве своего подмножества ГИ {#;} УТ’, не может иметь сложность, 
меньшую чем С. Следовательно, эти покрытия далее рассматри- 
вать не нужно, и процедура возвращается к шагу (2) операции 
Р(М, J, I, C). 

Задача 9.22. Методом ветвей и границ найдите все дизъюнк- 
тивные нормальные формы минимальной сложности функции из 
примера 9.9. 

Неприводимую матрицу ‘инцндентности М размера тжг, каж- 
дая строка которой.содержит ровно две единицы (как, например, 
матрица в табл. 9.8), можно рассматривать как матрицу инцидент- 
ности ребер неориентированного графа С, имеющего т вершин и 
г ребер. При этом рассматривавшаяся ранее задача сводится к за- 
даче о покрытии графа С минимальным числом ребер, которая 
формулируется следующим образом. Требуется выбрать мини- 
мальное число ребер графа С так, чтобы произвольная вершина 
С была концом, ‘по крайней мере, одного из выбранных ребер. Для 

* Запись 4<В означает, что в качестве А берется В. 
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решения этой задачи известны методы, требующие порядка т>? 
операций [32]. 

Пример 9.11. Если рассматривать задачу 9.22 как задачу 
теории графов, то граф С будет иметь вид, изображенный на 
рис. 9.5. Поскольку каждый столбец табл. 9.8 содержит ровно 
2 единицы, то С представляет собой один 
замкнутый цикл и, очевидно, минимальное Ot 7 
покрытие графа С получается, если выбрать Е ty 
ребра через одно. При этом искомыми ре- 5 
шениями будут ВУВУВУБ и ЬУВУБУЬ. 8 

Задача 9.23. Найдите дизъюнктивную к 4 
и конъюнктивную нормальные формы ми- 0 IS 
иимальной сложности для функции | с 4 
D,(F) = {0, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 15}. 2% 7 

Таблицы простых импликант в случае с 1 1 
несколькими выходами. Рассмотрим на сле- Рис. 95 
дующем примере применение метода Мак- 
Класки, когда сложность зависит от общего числа входов эле- 
ментов. 

Пример 9.12. Пусть В, (К) = {0, 1, 3, 7}, 2, (#5) = {1 3, 4, 
o, 7} (cm. 3amauy 9.10), Dy(f,) = {0, 1, 3, 7}, Dy (fs) = {3, 4, 5, 7}. 
Таблица 9.10,а является таблицей простых импликант в случае с 
несколькими выходами и может быть построена с помощью сле- 
дующих двух операций (1) u (2). 

(1) Элементам D,(f,) u D,(f2) ставятся в соответствие 
столбцы таблицы. При этом общим элементам сопоставляется 
столько столбцов, какова его кратность (в данном случае, два). 

Таблица 9.10. Таблица простых импликант из примера 9.12 
  

  

  

  

          
  

  

  

  

р: (+), | Dy (fe) 
Таблица а 

01373 467 

р-простые импликанты Н= 542 I 1 

функции {1(1) 

р-простые нмпликанты to= Xx 4X2 1 1 
функцин fel!) t3= Хз 1 1 1 

р-простые импликанты {= X1X3 11 I 
функции fy) fo) 15 = XoX3 11 I 1 

D, Fe) ANG AN, 

Ta6nuga 6 

7 

ts 1 0 1 

ts ] 0 1     
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(2) Crpokam таблицы сопоставляются р-простые импликанты. 
При этом вначале строятся строки, соответствующие р-простым 
импликантами функции {,, далее — функции |, и, наконец, функ- 
ции 2 [9).. Строятся матрицы инцидентности для строк, сотоветст- 
вующих р-простым импликантам функции [®;, и столбцов, соответ- 
ветствующих элементам О, (^°);). Остальные клетки таблицы ос- 
тавляются пустыми. Строится матрица инцилентности для строк, 
соответствующих р-простым импликантам функции {®, [3., и 
столбцов, соответствующих элементам ШО; ({°)), Di(fs). Далее 
рассмотрим метол упрощения. 

(3) Так как строка fs является существенной относительно 
столбца 7 группы ДО, ({®,), то она обязательно должна быть взята 
в качестве конъюнкции |. Однако ‘опа не является существенной 
строкой для ВБ, (°).). Пока неясно, нужно ли брать строку Б в 
качестве конъюнкции }2. Правило упрощения Ю1 применимо толь- 
ко к столбцам группы О, ({®)). Поскольку строки И и Ё являются 
существенными относительно соответственно столбца 0 группы 
D,(f:) и столбца 4 группы 0; (195), то применяется правило RI. 

(4) Правило минимизации Ю2 применяется только к строкам, 
соответствующим р-простым импликантам функций fy, fo, fife. 3mecb 
оно неприменимо. 

(5) Правило минимизации ЮЗ применяется только к столбцам, 
соответствующим элементам каждого множества О, ({®;); в дру- 
гих случаях неприменимо. Можно ‘исключить столбец’ 3 группы 
р; ([®,) и столбцы 3, 5 группы В, ([®.). 

(6) В результате выполнения операций ЕТ, КЗ получается 
табл. 9.10,6. В этой таблице в столбцах А№с, АМ! указаны прира- 
щения соответственно числа вентилей и ‘числа входов при выборе 
той или иной строки. Поскольку 45 (В) =1, то АМ№с=0 aaa fs. 
Поскольку строке 5 уже соответствует элемент И для фуикции fi, 
то для нее также А№с=0. Таким образом, суммарное приращение 
числа входов равно 1. Так как в обоих случаях сложность оказы- 
вается одной и той Же, задача имеет два решения: 

й=ь\/&, р=ь\/Ь или &\/Б. 

Если имеется несколько выходов и сг=0, а также в задаче о 
возможности реализации на ПЛМ из упражнения 9.4, правила 
упрощения ^1—АЮЗ можно применять к таблицам простых импли- 
кант в случае нескольких выходов как обычно, без какой-либо 
модификации. В случае (1) можно также обычным образом при- 
менять метод ветвей и границ. Если во втором случае (с1=с2= 
= ... =Св=1) в процессе упрощения уже выбрано А’ существенных 
строк, то достаточно рассмотреть только случай, когда число строк 
неприводимой матрицы ‘ипцидентности больше или равно k—R’. 
Прн этом в качестве начального значення переменной С берется 
Е—К’--1. Если значение С вначале меньше —”, то шаг (1,1) опе- 
Рации @©(]) заканчивает решение задачи и множество ЛИ {1} ИГ 
дает ответ. В противном случае решения не существует. 
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9.4. O HE — Ии НЕ—ИЛИ-схемах [17—19, 33] 

Схемы 'из функциональных элементов, компонентамн которых 
являются только элементы ИЕ-И (НЕ-—ИЛИ), называются 
НЕ-И (НЕ-ИЛП)-схемами. Так как элемент НЕ—И можно рас- 
сматривать как последовательное соединение элемента И и инвер- 
тора, а элемент НЕ-ИЛИ — как последовательное соединение 
элемента ИЛИ и инвертора, то из упражнения 8.6 вытекает сле- 
дующее утверждение. 

Упражнение 9.6. Если ПЕ[И (НЕ[ИЛИ)-схема реализует 
функции fi), |», .... [т, ТО двойственная ей схема, которая получает- 
ся прн замене каждого элемента ‘исходной схемы элементом 
НЕ—ИЛИ с сохранепвием внешних входов ни выходов и графа сое- 
динения, реализует функции [Чь, [, ..., [Чт 

Далее в основном рассматриваются НЕ—-схемы. 
Преобразования НЕ—И-схем в схемы из элементов И и ИЛИ 

и обратно. Предположим, что заданная НЕ—И-схема имеет древо- 
видную структуру (к выходу каждого элемента схемы присоеди- 
няется только один вход другого элемента). Применяя последова- 
тельно правило Де Моргана (сначала к выходному элементу), 
указанное на рис. 9.6 преобразование можно выполнить следую- 
щим образом. 

Т1) Если элемент С типа НЕ-И является выходным эле- 
ментом либо если уже выполнено преобразование элемента, од- 
ним из входов которого является выход рассматриваемого эле- 

07 ХЕ 6 ар 

Ц = IDS 
a) 6) 

Рис. 9.6. Преобразование НЕ-И в ИЛИ и И 

мента (, то С заменяется элементом И. Входами нового элемен. 

та И становятся входы первоначального элемента НЕ И. Далее 
с каждым входом элемента С выполияется одно из следующих 
двух преобразований: 

Г} если рассматриваемый вход является внешним входом 

х“., то он заменяется внешним входом х@;; 
2) если рассматриваемый вход — выход другого элемента С”, 

то выход последнего подключается к соответствующему входу 
элемента И без изменений. 

Г2) Преобразование Т! выполняется до тех пор, пока в схе- 
ме остаются элементы НЕ И. 

Наоборот, предположим, что задана схема с древовидной 
структурой, состоящая только из элементов И, ИЛИ и удовлет- 
воряющая следующим условиям: выходным элементом является 
элемент ИЛИ; выход любого элемента ИЛИ, не являющегося 
выходным, соединен со входом элемента И, а выход любого эле- 
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мента И соединен со входом некоторого элемента ИЛИ. Тогда 
допустимо следующее преобразование: 

Г1) каждый элемент схемы заменяется элементом НЕ-ЬИ с 
тем же числом входов и выходов; 

Т’2) если входом элемента С типа ИЛИ является внешний 
вход х‘;, то соответствующий вход элемента НЕ-— И, который за- 

меняет элемент С, заменяется внешним входом хп... 
При описанных преобразованиях не изменяются функции, ре- 

ализуемые схемами, конфигурация соединений, число вентилей 
и суммарное число входов. Следовательно, для определения 
НЕ—И-схемы с древовидной структурой, имеющей минимальную 
сложность, достаточно построить схему минимальной сложности 
из элементов И и ИЛИ, удовлетворяющую указанным условиям. 
Однако обычно использовать в качестве входов ихь и Х; не 
представляется возможным, так что операция 1’? не всегда вы- 
полнима. Например, если в качестве внешних входов разреша- 
ется использовать только переменые хи, хе, ..., хп, а их отрицания 
нспользовать нельзя, то при необходимости во входе х; можно 
использовать в качестве инвертора элемент НЕ-—И и реализо- 
вать таким образом хХ;. Однако этот прием приводит к увеличе- 
нию числа элементов в схеме и, вообще говоря, не дает самую 
экономную схему (см. упражнение 9.8). 

Пример 9.13. Пример преобразования схем приведен на 
рис. 9.7. 

=> aD 3 Z, Zp 72 
2 7, zy О +=» =: 5. Ly J 

    
  

‘J 

г z > Ly Ty LX —e__ ao 0 ED #1 
a) 0) 8) 

Рис. 9.7. Примеры преобразования схем 

Задача 9.24. Рассмотрите описанное преобразование приме- 
нительно к НЕ _ИЛИ-схеме. 

Задача 9.25. Произвольная логическая функция может 
быть реализована НЕ-И (НЕ-—ИЛИ)-схемой, глубина которой 
не превосходит 3. 

Указание. К И—ИЛИ-схеме глубины 2 следует применить преобразования 
Г’|1, Т’2; если при этом возникнет необходимость во входе хи, то в качестве 
инвертора следует использовать элемент НЕ—И (НЕ-ИЛИ). 

Задача 9.26. Преобразования Т/, Т2, Т’1, Т’2 применялись 
к схемам с древовидной структурой. Покажите, что если граф 
соединений с(№) схемы № является двудольным (см. $ 4.6) и все 
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вершины, соответствующие внешним выходам, можно окрасить 
в один цвет, то указанные преобразования здесь также приме- 
НИМЫ. * 

Указание. Решение следует из предположений и определения двудольного 
графа. 

Упражнение 9.7. Если в НЕ—И-схеме М, показанной на 
рис. 9.8: 1) выход элемента С, (или внешний вход 5:) подсоеди- 
нен ко входам элементов С», Gz, ..., 2) путь элемента Сз к вы- 
ходному элементу С, проходит через все элементы С2, — то при 
исключении соединения от С; к Сз выходная функция элемента 
Со не изменяется. 

  

Co 

a | Рис. 9.8. Иллюстрации к / ~ 
упражнению 9.7 : 

Решение. Пусть £1, £2, 6з — выходные значения соответственно элементов 
С: (или внешнего входа 61), Со и Сз. Пусть &”›, g’3 — выходные значения эле- 
MeHTOB G2, Сз в схеме №, получающейся из схемы М№ устраненнем соединения 
OT С! К G3. 

1) Ecru g1=0, To G2=2'2=I. 
2) Ecnu gi=1, To 6з=6’; и, следовательно, 62=8”2, т. е. всегда L2=£L'2 
Значения 23 и 3, вообще говоря, могут различаться, но, как следует из 

условия (2), до тех пор, пока 62=6’2, это ие влияет на выход элемента Go. 

В дальнейшем предполагается, что отрицания переменных не 
могут быть внешними входами. 

НЕ—И-схемы глубины 3. Для простоты рассмотрим только 
схемы с одним выходом. Как следует из упражнения 9.7, без ог- 
раничения общности достаточно рассмотреть схемы, подобные 
той, что указана на рис. 9.9. Входами элементов глубины 1 яв- 
ляются только переменные хи, хо, .... ж(1< 1). Через [ на этом 
рисунке обозначена часть схемы, представляющая собой сово- 

  

    

  

27 

LX? 
2 

      

Внешние входы 
И 

Внешние входы 12 bx 
L, { +7 »--- ; & Л 2+1.» Ly | 

\. | yy I {tl 

Глубина 9 

  

   

    
  

      Глубина 9      
  об
 

  | (лубина 2         | Глубина 2 Глубина 1 Inyounat | 

Рис. 9.9. НЕ—И-схема глубнны 3 Рис. 9.10. Схема, эквивалентная схеме, 
изображенной на рис. 9.9 
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купность сосдинсний выходов элементов глубины 1 со входами эле- 
ментов глубины 2. Поскольку часть схемы, состоящая из элемен- 
тов глубины 2 и 3, имеет древовидную структуру, то и с помощью 
преобразования Г1 рассматриваемую схему можно преобразовать 
к виду, показанному на рис. 9.10. Эта схема отличается от И-- 
ИЛИ-схем глубипы 2 следующим. 

1) Входами элементов И глубины 2 могут быть как перемен- 

ные хь так и выражения тина хр, Х1,... №, . 

2) Должен рассматриваться вопрос о мниимизации сложнос- 
ти как совокуппости элементов глубины 1, так и всей схемы в 
целом. 

Упражнение 9.8. Рассмотрим функцию |, которая опреде- 
ляется таблицей Карно (табл. 9.11). Поскольку простыми импли- 

кангами здесь являются конъюнкции х!, 
Таблица 9.11. Таблица Хо, ХиХз, Х2ахз н все они существенны, то 

Карно из упражнения 9.8 лизъюнктивная нормальная функция мн- 
нимальной сложности имеет вид 

Ро жж хи жа \/ Хи Хь 3. (9.20) 

Ha рис. 9.7 показана НЕ—И-схема 
0 |0 @M| 06| глубины 3, полученная из И--ИЛИ-схе- 

1 1 0 7)| мы глубины 2 с применением преобра- 
зований Г’, Г’, при этом xX; pea- 
лизуется с помощью элемепта НЕ—И, 
который используется в качестве ин- 

вертора. Эта схема содержит семь элемептов, а общее число вхо- 
дов равно 13. 

В то же время, пспользуя (9.20), ее можно преобразовать 

следующим образом: [= хи (х2хз) МХих2хз. 

Поскольку хи (хХ2хз) = жи (Хх) и халз = (жхохз) хх, TO [= 

= (Х1х2Хз) (%\Ух2хз). В такой записи функцию | можно реализо- 
вать схемой, изображенной на рис. 9.11,а. Если далее к элемен- 
там глубины 2 и 3 этой схемы применить преобразования 71’ и 
Г’2, то получится НЕ—И-схема, приведенная на рис. 9.11,6. Эта 
схема содержит четыре элемента, и суммарное число входов у 
нее равно 10. По сравнению со схемой на рис. 9.7,в, ее сложпость 
умсныиилась на три элемента и на три входа. 

Ly 2 LZ 

7 00 OY 3 ff 10 

  

  

the 7 Ly 

LI ay 

X3 СЗ 
dz 2 
2 9 

а) 6) 

Рис. 9.11. Схемы из упражнення 9.8 
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Упражнение 9.9. Если в (9.20) положить хз=1, то полу- 
чим ХУ жх2 = Фх.. 

На рис. 9.12 приведена схема, реализующая х! Фх2 и получаю- 
щаяся из схемы, нзображеной на рис. 9.11,6. Эта схема содер- 
жит четыре элемента, общее число входов в ней равно 8. 

Как видно из рис. 9.10 и упражнения 9.7, реализация функцин 
{ с помощью НЕ—И-схемы глубины 3 связана с представлением 
Г в виде логической суммы выражений следующего типа: 
  

хи Хы. ма (ХЛ Хр... ХВ) (М, Хь. . -Xpy)- .-(Xh, Xn,---Xhg)- (9.21) 

Если при этом среди хр, Хх, „> Жв И Хь, М, › о Жо Имеется 
  

одна н та же буква, например х;,, то (хр, Х/, ... ХВ) можно за- 

менить на (ху Хх; ... хв) и приведенное выражение не изменит- 
  

ся. Если, наоборот, х;, отличается от хр, Хр, ..., Xjg H Xj, Xj, ++ 

. Xjg SAMCIMNTL Ha Xj, Xj, Xj, .. ха, То функция (9.21) не изменит- 

ся. Как показывают приведенные упражнения, такие преобразо- 
вання являются одинм из способов мини- 
мизации, позволяющим строить общие “1 
сомножители (...). Метод выбора выра- & 
жений (9.21) с необходимой структурой маи 
(соответствующих простым импликантам 
при построении И. -ИЛИ-схем глубина 2) U2 
и определения их логических сумм, имею- 
щих минимальную сложность, был пред- 
ложен Гимпелем [33]. 

Упражнение 9.10. Рассмотрим представление {=х, Фх. Ф 
Ф хз. Гак как [= (х, Фх2) Фхз, то эту функцию можно реализо- 
вать с помощью схемы из упражнения 9.9 так, как показано на 
рис. 9.13. Эта схема содержит восемь элементов, имеет глубину 
6, и общее число входов в ней равно 16. Большая глубина схе- 
мы приводит к большей задержке, что обычно исжелательно. На 
рис. 9.14 приведена схема, реализующая ту же функцию, но со- 
держащая семь элементов, имеющая глубину 4 и 20 входов. С 

  

Рис. 9.12. НЕ—И-схема, реа- 
лизующая х!-+х2 

ZzOX2 - 

\- (D4 ty — Ly tLotLZ — 

Рис. 9.13. НЕ—И-схема из упраж- 

97 —— ta 

Le— % 

нения 9.10 

я Li $ в 
Рис. 9.14. НЕ-—И-схема с минималь- 93 Г 
ным числом элементов, реалнзующая _ 
функцию рз 
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помощью ЭВМ было показано [33], что эта схема имеет наимень- 
шее число элементов среди всех схем, реализующих функцию | 
и построенных из элементов, у которых число входов и коэффи- 
циентов ветвления выхода не превосходит 3. 

Задача 9.27. Найдите дизъюнктивную нормальную форму 
мниимальной сложности относительно входных переменных №, 
X2, Хз для функций £1, £2, .... Be, реализуемых в схеме, приве- 
денной на рис. 9.14. Проверьте также, что [=х, Ф хо Ф хз. 

Задача 9.28. Добавив к схеме, приведенной на рис. 9.14, 
еще один элемент НЕ-—И, и используя соответствующим образом 
выходы элементов £1, £2, .... @в, постройте схему, которая реалн- 
зует мажоритарную функцию от трех переменных. Это будет оз- 
начать, в частности, что с помощью восьми элементов можно ре- 
ализовать двоичный сумматор. Проведите сравнение со схемой из 
задачи 8.4. 5 

Указание. Заметьте, что 616263 = Ма] (хи, Хо, Хз). 

Задача 9.29. Постройте двоичный сумматор из элементов 
НЕ-—ИЛИ. 

Указание. Следует воспользоваться тем, что х.Фх.@Фх: и Ма]: являются 
двойственными функциямн. 

Задача 9.30. Предложите способ построения НЕ—И-схемы 
глубины 3 или менее, реализующий монотонную функцию [ и 
имеющий минимальное число элементов и минимальное число 
ВХОДОВ. 

Решение. Если предположить, что функция { реализуется НЕ—И-схемой 
глубнны 3 или менее, то { может быть представлена в виде следующей логи- 
ческой суммы не равных тождественно пулю выражений (3.21): {= &\/е2\/...\/ ал. 

Если выражение gi содержит отрицание произведения переменных 
xj, XJ, ..Xig ТО все их можно исключить и рассматривать произведения самих 

переменных х1, Хр „21а - В силу монотонности &’: |. Поскольку gi<g’s, TO 

ра Е“ У -.. МЕ’ Ё т. е. [= М =. М8". 
В результате выполнения этой операции исключаются все элементы глубн- 

пы 1, и сложность схемы уменьшается. В то же время функция [ оказывается 
представленной в виде суммы элементарных конъюнкций, ни одна из которых 
не содержит отрицаннй переменных. При этом число элементов № -число конъюн- 
кций-+1, а число входов М: =М№Мс-+сумма рангов конъюнкций. Из упражнений 
9.2 и 9.5 следует, что логическая сумма всех простых нмпликант функции дает 
решение с минимальными числами № и Мг (в случае И-—ИЛИ-схем глубины 2 
различаются только сложностн конъюнкций ранга 1). Если каждой простой 
импликанте {+ сопоставить взанмно однозипачно элемент НЕ—И, входы которого 
соединить с внешними входами, соответствующими переменным, входящим в 
{:, выходы всех элементов подключить ко входам еще одного элемента НЕ-И 
и последний рассматривать как выходной элемент, то получится НЕ—И-схема 
(глубины 2), имеющая минимальные параметры №, №: в классе всех схем глу- 
бины 3 и менее, реализующих функцию [- 

Задача 9.31. Рассмотрим НЕ—И-схему М, реализующую 
функцию } (как и ранее предполагается, что в качестве внешних 
входов нельзя использовать отрицания переменных). 

1) Если | зависит от х; и х; является положительной (отрица- 
тельной) переменной, то в графе соединений с(№) обязательно 
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существует путь OT внешнего входа х; к выходу схемы, проходя- 
щий через четное (нечетное) число элементов. 

2) Если { зависит от х;, но х; не является ни положительной, 
ни отрицательной переменной, то в с(М№) существуют, по край- 
ней мере, один путь от внешнего входа х; к выходу схемы, про- 
ходящий через четное число элементов, ни один путь, проходящий 
через нечетное число элементов. 

Решение. (1) Пусть х: — положительная переменная. Тогда существует на- 
Gop Q1, G2, ..., Ai-1, Git4, .., @а такой, что Кац, аз, .... Gi-s, 1, Giza, ..., Qn) =1, 
f{@1, Qe, .., Ais, 0, Giga, .... Qn) =O. Tlycth N’ —cxema, koTOpas получается, если 
положить х,=а; (]5=!). Схема N’ peanusyet x; Если в схеме М нет пути от 
входного узла х‚ к выходному элементу, который проходит через нечетное чис- 
ло элементов, то № не реализует функцню х:. Утверждение (2) следует яз 
утверждения (1). 

Задачи 

9.1 (а). Число элементов и суммарное число входов в И— 
ИЛИ-схеме (ИЛИ—И-схеме) глубины 2, реализующей произ- 
вольную функцию {=„, не превосходят соответственно 211+] 
H (n-+1)27-1, 

9.1(6). Если минимальные значения чисел элементов в M— 
ИЛИ-и ИЛИ--И-схемах глубины 2, реализующих функцию 
[=,, равны 2'—-+1, то |[=сФх Фх.@ ... Ф хь, где с=0 или 
Ри п—>2. При этом суммарное число входов в схеме (п+1)27-". 

9.2. Пусть т — целое положительное число и пл=2т-1. Если 
функция Ма]„ реализуется И—ИЛИ-нли ИЛИ—И-схемами глу- 
бины 2, то в обоих случаях минимальное число элементов в схе- 

п п 
ме (” ++ при этом суммарное число входов в схеме (т- 2" ) 

9.3(a). Предположим, что в дизъюнктивной нормальной фор- 
ме /=В\УЬУ ... Мы элементарная конъюнкция Ё имеет вид 
Х@:Х2б*... х,аг (при необходимости следует поменять нумерацию 
переменных). Если соответствующим выбором аг4и, ..., Qn MOMK- 
но добиться того, что при каждом 2=<)]<т конъюнкция & 

включает х:, “ty (1<й=—<п), то [5ЕЬУЬУ ... У. 

9.3 (6). Насколько большой должна быть ширина Е решетки 
элементов ИЛИ (см. пример 9.2) для того, чтобы кодер приори- 
тета с т=3 из примера 8.5 можно было реализовать в виде 
ПЛМ? 

9.4. Выпишите дизъюнктивную нормальную форму минималь- 
ной сложности для двух функций, реализуемых схемой из зада- 
чи 8.4 в конце гл. 8. 

В задачах 9.5—9.7 не разрешается использовать отрицания 
переменных в качестве внешних входов. 

9.5. Пусть функция [== такова, что одна из ее переменных х; 
не является ни положительной, ни отрицательной. Обозначим че- 
рез Г, и М соответственно глубину и число элементов НЕ—И-схе- 
мы, реализующей функцию [: а) если [>3, то М>4; если N=4, 
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To L=3; 6) ecnn L=3, N=4, TO элементы в схеме соединены так, 
как показано на рис. 9.15,б или в. Если | не содержит положи- 
тельных переменных, то в схеме на рис. 9.15,6 внешний вход x; 
соединяется с одним из элементов С› или Сз и элементом С4. 
Если число существеиных переменных п, а число отрицательных 

C3 OG Go Go 

62 67 BD; Gy G4 Gy 

64 — G3 

a) 6) 0) 

Рис. 9.15 

перемеппых т, то суммарное число входов М; в схеме не может 
быть мепьше, чем 4+ 2п—т. 

9.6. НЕ—И-схемы, изображенные на рис. 9.11 и 9.12, имеют 
минимальные глубину, число элементов и суммарное число вхо- 
дов в классе всех схем, реализующих те же функцин. 

9.7. В классе НЕ—И-схем, реализующих функцию xiX2V 
VxiX2=1@ x1 @ xo, приведенная на рис. 9.16 схема имеет минн- 

мальные глубину, число элементов и 
Ly суммарное число входов. Если все эле- 
#2 менты этой схемы заменить элемеита- 

ми НЕ-ИЛИ, то получится схема, име- Xx 
7 ющая минимальные глубину, число 

д элементов и суммарное число входов в 
2 . классе всех НЕ _ИЛИ-схем, реализую- 

Рис. 9.16. Наилучшая НЕ— щих X1 OD Xo. 
И-схема, реализующая хихз\/ 9.8. (Задача о 2-удовлетворимости). 
\/ хх Если дана произвольная конъюнктив- 

ная нормальная форма $1-$>2° ... *$т, 
каждая элементарная конъюнкция $; которой содержит не более 
двух букв, то за полиномнальное время можно определить, равна 
эта конъюнктивная нормальная форма тождественно нулю или нет. 

Глава 10 

Конечные автоматы 

10.1. Определение конечного автомата [35—37] 

Определение последовательности. Пусть А — непустое мно- 
жество, состоящее из конечного числа элементов. Если написать 
в произвольном порядке некоторое конечное число элементов 
множества А, допуская возможность повторения элементов, HO 
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помещая их друг за другом, то получится последовательность, 
состоящая из элементов А, или просто последовательность элг- 
ментов А. Например, если А={0, 1}, то последовательностямн 
являются 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000 и т. д. Слова английского текста 
являются последовательностями, символами которых являются 52 
буквы а, А, В, В, с, С, .... Английский текст можно также рас- 
сматривать как последовательность, множество символов кото- 
рой кроме 52 букв включает также такие знаки, как точка, запя- 
тая, пробел, вопросительный знак и др. Следует заметить, что в 
данном случае пробел также рассматривается как однн из зна- 
ков. Последовательность, которая получается в результате л- 
кратной записи одной и той же буквы а, обозначается через ап. 

Число элементов, входящих в последовательность а (при под- 
счете каждый элемент учитывается столько раз, сколько он вхо- 
дит в последовательность), называется длиной последовательно- 
сти и обозначается через |а|. Для последовательности а одно- 
значно определяется ее {-й символ (1<2<а|). Наоборот, если 
п — целое положительное число и г — отображение множества 
{1, 2, ..., п} в А, то последовательность можно определить как 
пару (мп, 5). При этом п является длиной последовательности, а 
8 (1) — ее Г-м символом (1<#< п). 

Множество всех последовательностей из элементов А, имею- 
щих конечную длину, будем обозначать через А+. Для удобства 
обращения с множествами последовательностей вводится после- 
довательность длины 0 (пустая последовательность). В данной 
книге пустая последовательность обозначается через А. Множе- 
ство всех последовательностей конечной длины из элементов А, 
включающее пустую последовательность, обозначается через Д*. 
Так что А*=А+Ц{/}. Пусть А = (а1, а», ..., ат) 

си: = 0), 0),...0;, (ILS ji<am, |1<l<k= la,!) 
— две произвольные последовательности из элементов Д. 

1) Последовательность а, равна последовательности а» тогда 
н только тогда, когда й=Ё и и=р(1<1—<Й). 

2) Определим а!-а2 как  последовательность ана, ... 
Qi ,0;,0;, .. aj,.- При этом |0-+@з|=|а1| + |а2|. Знак «-» на- 

зывается знаком присоединения и часто опускается. Очевидно, 
что для произвольных последовательностей 1, Ge, азеЕАТ вы- 
полняется закон ассоциативности, и поэтому скобки можно опу- 
скать и пользоваться записью @142аз. 

3) Будем считать, что а()=А для произвольного элемента 
аеА н что для произвольной последовательности аеА*, а=Аа= 
=a). 

4) Последовательность аа: ... `а, получаемую п-кратным по- 
вторепием последовательности а, будем обозначать через ап. 
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Определение преобразователя. Пусть /, О — конечные множе- 
ства соответственно входных и выходных символов и } — отобра- 
жение /+ на О. Тройка М= (1, О, }) называется преобразовате- 
лем, и ей обычно придается следующий смысл. Рассматривают- 
ся дискретные моменты времени #=1, 2, ..., 6 .... В каждый дис- 
кретный момент времени, начиная с {=1, па вход преобразова- 
теля подается входной символ. Предположим, что в момент 
{=i TaKHM символом является а;. В момент времени f=i (Ha 
практике с некоторой задержкой после поступления 1-го входно- 
го символа) преобразователь М на основании поступившей к 
этому моменту времени входной последовательности о;=а1а2 

а; формирует выходной символ [(а:). Это устройство — идез- 
лизированиая модель таких реальных объектов, как автоматы 
для продажи различных товаров, рассматриваемые далее син- 
хронные последовательные схемы и др. 

Последовательность выходных символов (а) (аа2) ... 
(аа, ..., а:), формируемую преобразователем М по входной 

последовательности а;=а1а. ... а, будем обозначать через }(а;). 
Преобразователь М представляет собой устройство, которое по- 
следовательно преобразует входную последовательность @; В 
выходную 1(а;) (рис. 10.1). Это устройство обладает памятью в 

том смысле, что в каждый момент времени выходной символ 
обычно зависит от входных, поступающих во все предыдущие 
моменты времени. При этом по мере роста # неограниченно уве- 
личивается и необходимый объем памяти. Попробуем ответить 
далее на следующий вопрос. Какими свойствами обладают пре- 
образователи с «конечным» объемом памяти? 

Предположим, что входные последовательности можно  раз- 
бить определенным образом на классы $1, $2, ..., $ таким обра- 
зом, что знания класса, которому принадлежит начало входной 
последовательности, вполне достаточно для правильного продол- 
жения выходной последовательности последующим входным сим- 
волам. Общее число возможных входных последовательностей 
до момента #=1 равно |/|. Даже если допустить на время, что 
|1| =1, все равно необходимо различать входные последователь- 
ности равной длины. Формально это утверждение можно сфор- 
мулировать следующим образом. 

Если си, а2Е/* и для произвольного ВеЕ!* 

i (a, B) =} (о. В), (10.1) 

TO G и а. называются {-эквивалентными. Для обозначения этого 
f 

отношения используется запись Q:~Qo. Очевидно, отношение 

  

9-00... | „ |=). Ивар .ар) 
      

Рис. 10.1. Нреобразователь 
206



f 5 
«=» обладает свойствами |) рефлексивности: ага; 2) симмет- 

f f f 
ричности: если O1G2, TO G2~01; 3) транзитивности: если a1 Q2 

| f 
И G2~a3, TO G3 H, CJICAOBATCJIbHO, ABJIACTCAH отношением экви- 
валентности. Оно разбивает /* на классы эквивалентности (см. 

$ 1.4). Отношение = обладает, кроме того, следующим свой- 
CTBOM. 

f 
Свойство правой инвариантности. Если =», 

f 
то для произвольной последовательности ВеЕ/*, a)p~aeB. 

Доказательство. По предположению, для произвольной последовательности 

yel*, f(aiBy) =F (a2By), т. е. аи В = аз. 

Обозначим через $ множество всех классов эквивалентности, 
а через $(а) — класс эквивалентности, содержащий последова- 

f 
тельность а. Если 012, TO ANA произвольного CHMBONa ae! 
имеем |(0:а)={(ага), s(aja)=s(aza), T. e. (аа) и $(аа) одно- 
значно определяются только классом эквивалентности $(0), ко- 
торому принадлежит а=/* и символом а. Это означает, что су- 
ществуют отображения 5:5Ж/-0 и ва: 5ЖГ>5 такие, что для 
произвольных ае=/* и а 1 

Г(аа)=6 ($ (<), а), s(aa)=a(s(a), a). 

Вообще говоря, если { — произвольная функция, то $ может 
оказаться бесконечным множеством. Если $ — конечное множе- 
ство, то функция | называется регулярной. У регулярной функ- 
ции области определения и области значений отображений б и с 
являются конечными. Если для входной последовательности а 
запомнить $(а) (5$(а) называется состоянием), то в дальнейшем 
можно правильно определять выходные символы только по 
$ (<) и вновь поступившим входным символам. Если же функция 
Г.нерегулярна, то при конечном объеме памяти реализовать раз- 
бнение входных последовательностей на классы эквивалентнос- 
ти невозможно (будут существовать входные последовательнос- 
ти, которые приводят к неверным выходным значениям). 

Определение конечного автомата. Конечный автомат опреде- 
ляется как совокупность следующих пяти объектов: 

1) $ — конечное множество состояний; 
2) [Г — конечное множество входных символов; 
3) О — конечное множество выходных символов; 
4) с — отображение 5ХГ в $; эта функция определяет по те- 

кущим состоянию и входу следующее состояние и называется 
функцией изменения состояний или функцией переходов; 

5) 6 — отображение $ЖХ/ в О; эта функция определяет по те- 
кущим состоянию и входу текущее значение выхода и называется 
выходной функцией. 
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Если 6 зависит как от S, Tak u oT 7, TO конечиый автомат 
называется автоматом Мили; если же 6 зависит только от $, — 
то автоматом Мура. В автомате Мура, в отличие от автомата 
Мили, каждый выходной символ формируется просто по состоя- 
нию автомата, а входные символы при этом не учитываются. 

Пример 10.1. Рассмотрим конечный автомат М, на вход 
которого поступают последовательно пары компонент двоичных 
представлений чисел х и у (начипая с младших разрядов), а на 
выходе последовательно (начиная с младших разрядов) формн- 
руется двоичное представление суммы х-у*. 

Пусть ж, хо, ..., Хь -.. Ув 2, -.. Уь -.- $ 52, ... 5 . — ДВОИЧ- 
ные представления чисел х, у и х-у соответственно (начиная с 
младших разрядов). Пусть со=0 и с; — символ переноса из 
(: —1)-го разряда в {-Й разряд. Тогда, согласно упражненню 

5: =х,ФуФсь са = Ма}: (хь, уг, с,. 

Таким образом, если в качестве состояния, которое запомина- 
ется после введения в конечный автомат Е —1 разрядов двоич- 
ных представлений, взять величину с, то можно пра- 
вильно вычислить как выходной символ $, так и  сле- 
дующее состояние. Обозначим через Й и [5 состояния конечного 
автомата, соответствующие с:=0н с;=1. Пусть /= { (0, 0), (0, 1). 
(1,0) (1, 1)} **, О= {0, 1}. Функции в, 6 определяются табл. 10.1, 
которая называется таблицей переходов и выходных значений. 
Рассмотренный конечный автомат являстся автоматом Мили и 

называется последовательным дво- 

Таблица 10.1. Таблица ичным сумматором. 

переходов и выходных значений Определение диаграммы состоя- 
(пример 10.1) ний. Диаграмма состояний (диз- 
  грамма изменения состояний) С (М) 

конечного автомата М= ($, Г, О, с, 
(0, 0) [(0. 1) [{1. 0). 0 06) определяется следующим обра- 

зом. Число вершин С (М) равно |$1. 
Между вершинами и состояниями 

f, O}7,, ||, 1, 0 из © устанавливается взаимно одно- 
и, ТИ, ОТЬ, 014, 1 значиое соответствие; при этом каж- 

дой вершине присваивается имя со- 
ответствующего ей состояния. Вершина с именем $ обычно пазыва- 
ется просто всршиной $. Из каждой вершины $ пооволятся орнен- 
тированные ребра во все вершины о ($, а), аеЕГ. Ребру, проведенно- 
му из вершины $ в вершину о($, а), присванвается имя а/|[6 ($, а) |. 
Других ребер диаграмма состояний С (М) не имеет. 

Пример 10.2. На рис. 10.2 приведена диаграмма состояний 
конечного автомата, описанного в примере 10.1 Вместо того 
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* Для простоты здесь не рассматриваются вспомогательные устройства, 
например нспользуемые для указания окончания ввода при поступлении стар- 
ших разрядов. 

* Пары (0, 0), ... рассматриваются здесь как самостоятельные символы. 
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чтобы проводить # ребер с совпадающими пачальными и совпада- 
ющими конечными точками, но различающимися именами, на 
диаграмме состояний для простоты проводится только одно реб- 
ро, на котором указываются все # имен. 

| © 

AN 
Me 

(41)1 

(1/0     

   Olt (ВОИ 

Рис. 10.2. Диаграмма состояний двоич- 
ного последовательного сумматора 

Частично определенные конечные автоматы. В приведенном 
определении конечного автомата в и 6 считаются всюду опреде- 
ленными на $Х/ функциями. Если либо обе функции с и 65, либо 
одна из них определены на 5Х/ не всюду, т. е. являются частич- 
ными функциями, то конечный автомат называется частично оп- 
ределенным. Такие конечные автоматы являются моделями мно- 
гих широко используемых на практике устройств. Если же обе 
функции, си 5, определены всюду, то конечный автомат называ- 
ют полностью определенным. В дальнейшем термином «конеч- 
ный автомат» будет обозначаться полностью определенный ко- 
нечный автомат. 

Упражнение 10.1. Вновь рассмотрим блок управления 
автоматом для продажи кока-колы из примера 8.4. 

1) В качестве входных переменных возьмем Т, Р, Н, указы- 
вающие соответственно, опущена или нет монета в 10 иен, 50 
иен и 100 иен, а также №; и Юь указывающие, нажаты или нет 
кнопки отказа от добавления воды и возврата денег соответст- 
венно. 

2) Выходными сигналами в данном случае являются: №; (не 
формируется ни одна из команд}, О( 7) (выдачи на исполни- 
тельный механизм команды наполнения стакана кока-колой Сс 
добавлением воды, если (=O, без добавления воды, если [=], 
подача стакана „в окно и выдачи сдачи на сумму и иен), Ю (и) 
(формирования команды выдачи у иен). . 

Предположим, что кока-кола, стаканы, сдача и вода имеются 
в достаточном количестве. Предположим также, что при отсут- 
ствии неисправностей автомат должен работать следующим об- 
разом (вопросы, связанные с отсутствием нужных компонент, их 
восполнением и контролем правильности оплаты, здесь не затра- 
гиваются). 

Пусть начальное состояние автомата 5о. Если автомат нахо- 
дится В COCTOAHHH So, TO после поступления в него момент на 
сумму 50 иен и выше и непоступлении к этому времени сигнала 
возврата денег А, автомат формирует на выходе О( х— 50) 
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{{=1, если за это время поступил хотя бы один из сигналов №, 
и 1—0 в противном случае) и возвращается в состояние 50. 

Если автомат находится в состоянии 50, в него опущены мо- 
менты на сумму х=<50 иен и поступил сигнал Ю;, то на выход 
выдается команда Ю(х) и автомат возвращается в состояние So. 

Для того чтобы конечный автомат удовлетворял указанным 
условиям, с момента выхода из состояния 50 и до возвращения 
в состояние 5$ он должен помнить: а) значение #=1, если посту- 
пил хотя бы один из сигналов М№х, и значение {=0 в противном 
случае; 6) сумму х«50 иен, опущенную в автомат, т. е. одну из 
величин 0, 10, 20, 30 или 40 иен. Следовательно, состояниями 
следует считать: #=0, 1; х=0, 10, 20, 30, 40. 

Но приведенным условиям строится таблица переходов и вы- 
ходных значений (табл. 10.2). Для того чтобы описанное ранее 
управление имело смысл, необходимо предположить, что с мо- 
мента поступления в автомат 50 или более иен и до момента, 

Таблица 10.2. Таблица переходов и выходных значений 
из упражнения 10.1 
  

  

  

  

  

    
  

Входы 

Состояния - 

К: | . Noi | Н | F | Т 

5 (0,х) |5, Л (х) |5 (1, х, М; 500 (0.50--х) 59, О (0,х)1 5, О (0, 0) |$(0,х--10),М, 
. при х=40 |при х<40 

S, (1, x) | 50, R (x)| В (1, >), М; |5°,0(,50--х) |5, О (1,х)1 50, О (1, 0) |511, х-Н10), № 
при х=40 [при х<40 

  

  

  

      
  

когда стакан получен покупателем, никакие команды на вход не 
поступают. Для того чтобы это условие выполнялось автоматичес- 
ки, после выдачи на выход команды О(ф и) автомат должен пере- 
ходить в специальное состояние $. В этом состоянии автомат на- 
ходится до тех пор, пока с исполнительного механизма не посту- 
пит сигнал Ё, указывающий на то, что сдача и стакан с напиг- 
ком выданы. При переходе в состояние $» на выходе формирует- 
ся команда, отличающая входы №1, К: и исключающая возмож- 
ность введения в автомат новых монет. После поступления сигна- 
ла ЕЁ автомат возвращается в состояние 50. 

Обобщение функций о и 65. Функции о и 6 можно обобщить, 
определив их соответственно как отображения 5Х/* в $ из х/* 

в О, а также введя отображение о: $Ж/* в О* так, что для про- 
извольного 55 выполняются условия: 

(1) с ($, )=$, 6, )=А; (10.2) 

(2) для произвольных ае=/* и аЕ/] 

о ($, 2a)=a(a(s, a), a); (10.3) 

5(s, са) =6 (о (5, а), а); (10.4) 

$ (5, аа) =6 (5, 0} 6 (с (5, а), а). (10.5) 
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Другими словами, если вначале автомат М находился в состоя- 
нии $ ив М введена последовательность входных символов 
а==*, то автомат в результате переходит в состояние a(S, a), 
формирует выходной символ 6($, а) и полную выходную последо- 

вательность 6(S, @), соответствующую входной последовательно- 
сти а. 

Задача 10.1. Для произвольиого 5еЕ$ и произвольных а, ВеЕ!* 
справедливы следующие соотношения: 

б (5, В) = о (с ($, а), В}; 
6(5, В) =6 (6 (5, о), В), BEIT; 
5(5, ав) =8 (5, а) 6 (0(5, а), В). 

Указание. Для решения задачи следует воспользоваться соотношениямн . 
(10.3)—(10.5) и нндукцией по [В]. 

Упражнение 10.2. Если на вход конечного автомата М= 
= (5, Ё, О, 0, 68), находившегося вначале в некотором состоянии 
5, подается один и тот же входной кимвсл а, то самое большее 
через |5$|—1 шагов (тактов) выходная последовательиость этого 
автомата будет пернодической; ее период не превосходит |$|. 

Решение. Рассмотрим (050; а!) (1=0, 1, ...). Так как число состояннй |$] 
конечно, то существуют такие числа ] и |, что 0(50; а”) =—O(So, a4) (O<j'<j). 
Пусть р —это минимальное из | и Го — соответствующее ему число Г. Тогда 
о <й<|$|. Положим fo—j’o=p, 6($°, а) =5$1. Пусть п — целое неотрицатель- 

ное число. С помощью соотношений задачи 10.1 индукцией по п получаем 

о (50,47 1ИР) = $1; 

6 (бо›а’*ЕПР) = 6 (59, al’o) (§(s,, а? ))". 

Задача 10.2. Проанализируйте утверждение последнего уп- 
ражнения на диаграмме состояний. 

Задача 10.3. В упражнении 10.2 вместо а возьмите произ- 
вольную последовательность аеГ* и рассмотрите выходную по- 
следовательность, соответствующую входной а, @а?, a, ... 

Указание. Справедлнвы утверждения, аналогичные утверждениям из упраж- 
непия 10.2. 

Последнее упражнение указывает одно из естественных огра- 
ничений, возникающих из-за конечного объема памяти автомата. 

10.2. Сжатие конечных автоматов 

Здесь рассматриваются две задачи. Первая связана с определе- 
нием того, является ли один из двух заданных автоматов изоморф- 
ным другому или же он обладает бблышими возможиостями. Во 
второй задаче считается, что задан конечный автомат и среди ав- 
томатов с теми же возможностями нужно определить тот, кото- 
рый является в некотором смысле простейшим. 
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Неразличимые состояния. Рассмотрим два конечных автомата: 
М: = ($1, Г, О, вь 61) и М2=($5», Г, О, о», 62). (Это может быть 
один и тот же конечный автомат. Заметим, что у обоих автома- 
тов входной / и выходной О алфавиты совпадают.) Если $151, 

5$2Е=5з и для всех ае=*5, (5, а) =62(52, а) и, следовательно, 
41 ($1, а) =62(52, а), то состояния $1 и $2 называются неразличи- 
мыми, или эквивалентными. Другими словами, если для произ- 
вольной входной последовательности из состояний $: и $2 форми- 
руются одинаковые выходные последовательности, то в точки зре- 
ния преобразования входных последовательностей в выходные, 
состояния $; и $2 совершенно неразличимы. Для обозначения не- 
различимости состояний $1 и $2 будем пользоваться записью 
S|) = So. - 

Далее, если для всех последовательностей ае=/!*  дли- 

ны А>] ‘6 (51, а) =62(52, а) и, следовательно, 81(51, а) =62 (52, 
а), то состояния $: и $2 называются А-неразличимыми, или Г- 

Е 
эквивалентными. Это отношение обозначается $1=52. По опреде- 

А 

лению, если $1252, ТО $1252. Обратное утверждение, вообще го- 
i 

POPA, неверно. Состояния $: и $2, связанные отношением $1=$2, 
называется совместимыми по выходу. 

Задача 10.4. Если $1=52 для произвольной последовательно- 
сти ае[*, то о1 (51, а) =о02 ($2, а}. 

Решенне. Из определеннй -и задачн 10.1 следует, что для пронзвольной 

послеловательшости Ве=/* имеем 61(51, оВ) = бл (51, с) 6: (с (51, a), B)=62(si, af) = 

=6> (52, а) 62 (в*(5», a), В), так что 61(0(54, а), В) =62(0(52, а)В). Отсюда и 
из определеннй получаем, что 0, (51, ©) =02(52, а 

Определение разбиения. Если подмножества $1, So, ..., Si, --. 
множества $ таковы, что $=05$, 5:38, SiNS|=M, ij, To , | 

{$1, $2, ... э; ..} называется разбиением множества 5. Каждое 
из подмножества $5; называется при этом блоком разбиения. 
Пусть Ю — это отношение эквивалентности на ` множестве 5. 
Разбиение множества $, каждый блок которого состоит из всех 
элементов, принадлежащих некоторому классу эквивалентности 
отношения РА (см. & 1.4), называется разбиением $, соответству- 
ющим R. 

Рассмотрим два разбиения: Р!={$:@), $20, ..., 5, ...} и 
Р.={5$и?), $22), ..., $82), ..} множества 5. Если для каждого 
$42) (1=1, 2, ...) существует i; Takoe, uTO SCS; i, т. е. если 

каждый блок разбиения Р› вложен в некоторый énox разбиения 
Pi, то Р. называется измельчением Р\:. Это обозначается так: 
Р›-—<Р!. Если Р.Р. и Р! не совпадает с Р.(Р.=ЕР2), то гово- 
рят, что Р. является истинным измельчением Р>2, и пишут Pi< 
<Р.. Пусть Ю — отношение эквивалентности на множестве S. 
Разбиение Р множества $ называют Ю-совместными, если в каж- 
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дом блоке этого разбиения произвольные два элемента, х и и, 
связаны отношением АР (хЮи). 

Задача 10.5. (1) Если Рав -— это разбиение множества $, 
соответствующее отношению эквивалентности Ю, и Р— В-совмес- 
тимое разбиение $, то РР. 

(2) Пусть Ю:, Ю.) — отношения эквивалентности на $ и Ю.с КЮ, 
(если выполняется КЮ., то выполняется и Ю!). Если Ру и Р. — 
разбнения 5, соответствующие А; и Ю2, то Р.<Р!. 

(3) Если разбиения Р; и Р. множества $ таковы, что Р.Р, 
И Р-—РЬ, TO P,=Po. 

Указание. Все утверждения задачн могут быть легко получены непосред- 
ственно из определений. 

Далее на время предположим, что М: =М›=М-= ($, I, O, o,6). 

Задача 10.6. Отношения «=» и «=» удовлетворяют зако- 
нам рефлексивности, симметричности и транзитивности, т. е. яв- 
ляются отношениями эквивалентности. 

Решенне. Следует из определений. Обозначим через Р(®) и Р®) разбиения 

множества $, соответствующне отношениям эквивалентностн «=» н «=». Сог- 
ласно утверждению (2) задачи 10.5, имеем 

Р(®) < РАТИ < р(®). (10.6) 

Совместимые по выходу разбиения. Если разбиение Р множе- 
ства 5 является измельчением разбиения Р@), т. е. если для про- 
извольных двух состояний $1 и $2, принадлежащих одному бло- 
ку разбиения Р, для всех а справедливо соотношение 6 ($1, 
а) =0 (52, а), то Р называется совместимым по выходу. 

Возможность подстановки. Если для произвольных двух со- 
стояний $: И $2, принадлежащих одному блоку разбиения Р 
множества $, и для произвольного входного символа ае=Г оба 
элемента `о (51, а) и 0(52, а), также принадлежат одному блоку 
рассматриваемого разбиения, то говорят, что Р — допустимая 
подстановка. 

Задача 10.7. Р®) — допустимая подстановка. 

Решенне. Следует ‘из определений и утверждення задачи 10.4. 

Лемма 10.1. Если разбиение Р множества $ является до- 
пустимой подстановкой, совместимой по выходу, TO P< Pl), 

Доказательство. Пусть $1 и $2 — два произвольных состояния, 
принадлежащие одному блоку разбиения Р. Индукцией по fal 
покажем, что для произвольного элемента а==/+ справедливо со- 
отношение 0 (51, о) =6 (52, @), т.е. $1==52- 

При |а|=1 справедливость доказываемого утверждения сле- 
дует из совместимости Р по выходу. Предположим, что доказы- 
ваемое утверждение справедливо при |а|=<А. Пусть Jal =k-+1. 
Положим а=ао:, |а1|=А. Тогда 6($1, ао) =6(0(51, а), и), 6($>, 
ас) =6 (с (51, a), ay). 
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Из допустимости подстановки следует, что o(S;, a) H o(Se2, а) 
принадлежат одному блоку разбиения Р. Отсюда и по предполо- 
жению индукции получаем 6 (51, аа!) =6 (52, aay). 

Следствие 10.1. Пусть п — число состояний и п>2. Тог- 
да существует число ^=<п — 1 такое, что 

Рив) = ре — Р®), > 0. 

Доказательство. Из (10.6) следует, что Ра)>Р@)> .. > 
>рРт®т > Ри). Если РЯ) имеет только один блок. то оно явля- 
ется допустимой подстановкой, и из леммы 10.1 и соотношения 
10.6 вытекает справедливость следствия; при этом Pl!) = Pte), 
Предположим, что РИ) имеет два или более блоков. Допустим, 
что Ро -2РФ, |1«р<Ф Е. Тогда так как РФ является истинным 
измельчением Р9®, то РЗ) содержит, по крайней мере, на один 
блок больше, чем РО-®. С другой стороны, число блоков Р@ не 
превосходит п. Следовательно, А =<п— 1. Если КЕ — наибольшее чис- 
ло, обладающее указанным свойством (R=1, ecnH PU) =P), To 
Pth)= Plh+), Tax kak k>>1, To P\*) apnnerca COBMeCTHMBIM NO BbIXOsy. 
Далее, так как произвольные два состояния, $1 и $52, принадлежа- 
щие одному блоку разбиения Р«*®), принадлежат также одному 

А 

блоку разбиения Р®+), то 6(51, а) =0 ($2, а) для произвольного 
символа acl. Поэтому Р*®) — допустимая подстановка и, соглас- 
но лемме 10.1, Р®)=Р®). Из соотношения (10.6) и утверждения 
(3) задачи 10.5 получаем Р®)= + =Р®), т. е. доказываемое 
следствие справедливо также при #>0. 

Следствие 10.2. Если состояния $51 И $52 не являются экви- 
валентными, то существует входная последовательность а дли- 
ны 2—1 или менее, для которой 0 (51, а) 526 (52, а). 

Доказательство. Согласно следствию 10.1, состояния 51 И 52 

не могут быть (п—1)-эквивалентными. 
Пример 10.3. Рассмотрим конечный автомат с $= {0, 1, ... 

... п |}, [=О = {0, 1} и функциями си 6. При #=5, jel 

о (1, 0) =й 

д (1, )=1Е-1 (--1 вычисляется по модулю п); 

Этот автомат является одной из разновидностей п-ичных счетчи- 
ков. Если он, находясь вначале в состоянии 0, получает входную 
последовательность, число символов | в которой кратно п, то на 
выходе формируется символ 1; в противном случае выход равен 
9. Диаграмма состояний приведена на рис. 10.3. Поскольку для 
произвольного аеГ*, |а|-<п—2, 6(0, а) =6(1, а) =0, то в след- 
ствие 10.2 п —1| нельзя заменить на п —2. 

Эквивалентность конечных автоматов. Рассмотрим два конеч- 
ных автомата: М= (5, I, O, o, 6) u M’=(S’, I, O, ов, 6’), имею- 
щих одни и те же входные и выходные алфавиты. Если для каж- 
дого $5 существует, по крайней мере, одно состояние конечно- 
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го автомата М, которое эквивалентно $, то говорят, что М’ по- 
крывает М, и пишут М=М’. Если ММ’ и MSM’, то Ми М’ 
называют эквивалентными и пишут ММ’. Эквивалеитные авто- 
маты невозможно различить по выполняемым ими отображени- 
ям входных последовательностей в выходные. По определению, 
отношение «=» является отношением эквивалентности. 

Предположим далее, что задан конечный автомат М= ($, J, 
О, ов, 6), и остановимся на задаче определения среди всех ко- 
нечных автоматов, покрывающих заданный 
автомат, того, который имеет минимальное 
число состояний. 

Лемма 10.2. Предположим, что М— 
= М’ = (5', Г, О, 0, 8). Тогда число блоков 
*ж Р®) разбиения Р®) множества $ с помо- 
щью отношения эквивалентности состояний 
М удовлетворяет неравенству 

*«Р®) < |5'|. 

A П Рис. 10.3. Диаграмма со- 

оказательство. „10 предположению, ДЛЯ стояний из примера 10.3 
каждого $е=> существует, по крайней мере, 
одно состояние $’ЕЕ5” такое, что $ А 5’. Пусть ф($) — одно из таких 
состояний 5’. Предположим, что состояння $1 и $2 конечного автома- 
та М неэквивалентны. Если допустить, что ф($1) =ф (52), то я= 
—=ф (51) =$Ф(52) =52. Получаем противоречие. Следовательно, 
* Р®=<|5'|. 

Лемма 10.3. Существует конечный автомат М” с числом со- 
стояний * Р®) такой, что М=М". 

Доказательство. Пусть Ва, В.о, .... Ви блоки разбиения Р%®). 
Построим М”= (5', [, О, о’, 5’) следующим образом. Множество 5’ 
состоит из элементов В!1, В., ..., Вь взаимно однозначно соответст- 

вующих блокам Ви, В.о, ..., В. Так как Р®) — допустимая подста- 
новка (задача 10.7), то для произвольного элемента аеЕГ множе- 
ство {0 ($, а) |5 В;} содержится в некотором блоке В;; | зависит 
только отЁи а. 

По определению, положим о’(В;, а) =В;. Поскольку Р@®), оче- 
видно, является совместимым по выходу, то для каждого аеЕГ все 
величины 6(5$, а), $ЕВ:, которые определяются равенством 8’(В+, 
а) =6 (5$, а), оказываются совпадающими. Покажем далее, что М= 
~M’, tT. e. uto 6(s, a) =6'(Bi, а) для произвольных 5ЕВ;:(1<1#=—< 
<l), acl‘, Tak uTo s=~B;,. 

Воспользуемся для этого индукцией по |а|. При |а|=1 спра- 
ведливость доказываемого утверждения следует из определения 
0’. Предположим, что доказываемое утверждение справедливо 
при |а| <. Пусть a=aa; uw |01|=^. Из задачи 10.1 получаем 
5 ($, аа) =6 (в ($, а), а), 5'(Вь, аа) =6' (0' (В; а), а). С другой сто- 
роны, если 0($, а} ЕВ;, то из определения о’ следует что 0’ (Bj, 

а) =В; Поскольку по предположению индукции 6(0 ($, а), а) = 
=6’(B;, a), To &(s, aa) =8' (Bi, aa). 
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Конечный автомат М’, построенный при доказательстве пос- 
ледией леммы, далее обозначается через М ро) . 

Конечный автомат М, имеющий наименьшее число состояиий 
среди всех автоматов, которые ему изоморфны, называется ко- 
нечным автоматом с минимальным числом состояний или прос- 
тейшим автоматом. 

Следствие 10.3. Конечный автомат М является простейшим 
тогда и только тогда, когда никакие два его состояния неэкви- 

валентны. 
Доказательство. Допустим, что $1, $25 и $2—95$.. Тогда 

*PlO)<|S|. B таком случае, согласно лемме 10.3, автомат не яв- 
ляется простейшим. Получили противоречие. 

Теорема 10.1. Пусть М’= (5', Г, О, о’, 5’), М”= (5", Ь О, 
0”, 6”) — два конечных автомата, покрывающих конечный авто- 
мат М= ($, Г, О, в, 6) и имеющих минимальное число состояний. 
Тогда : 

1) M=& M&M’, 
2) существует взаимно однозначное отображение gq: S’->S, 

такое, что, для произвольных $5”, аеЕГ (рис. 10.4) 

Ф (с° ($, 2)) =о” ($ (5), а); 
6' (5$, а) =6” ($ (5, а). 

Автоматы М и М”, для которых выполняются эти соотношения, 
называются Изоморфными. Изоморфные автоматы можно рас- 

сматривать как полностью иден- 
д! М" тичные. 
5 (5) Доказательство. (1) Из лемм 

, ‚. 10.2 и 10.3 следует, что как у М, 
а/д) 2/1 б),2)=1 164) таки у М’ число состояний рав- 

но *Р®). Как видно из доказа- 
©@6'5.2)=с'фб)а) тельства леммы 10.2, если имеет- 

ся такое состояние $’ЕЕ5’, для ко- 
Рис. 10.4. Определенне изоморфизма торого не существует состояния $ 
конечных автоматов такого, что $25’, SES, To | S| > 

> * Р®) и мы пришли к противо- 
речию. Следовательно, М=—< М”. С другой стороны, по предположе- 
нию, М=< М. Таким образом, ММ’. Аналогично доказывается, 
что М = М”,т.е. М= М’ == М”. Это означает, что оба конечных авто- 
мата являются простейшими. 

(2) Так как М’=М”, то для каждого $’=5” существует, по 
крайней мере, одно состояние $”е=5” такое, что $’=5”. Если 
имеется два или более таких состояний, то они будут эквивалент- 
ными. Однако, как показывает следствие 10.3, это противоречит 
тому, что конечный автомат М” является простейшим. Аналогичное 
рассуждение можно провести относительно $”. Это означает, что 
существует взаимно однозначное отображение ф множества 5’ в 
3”, порождающего пары эквивалентных состояний. Поскольку 
5$'=Ф(5’) для каждого 5$’еЕ5’, то для произвольного элемента 
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aael+ 8'(s’, aa) =6”" (p(s’), aa). Orciona vu H3 3agaun 10.1 nonyya- 
ем, что 

5’ ($', а) =6” (Ф($'), а); 

5' (с' (5', а), 2) = 5” (0” (Ф(5'), а), в), 
так что 0’(5’, а) = о” ($(5'), а). Следовательно, о”(5’), а) = 

/ / =(o'(s’, a)). , 
Таким образом получается следующий метод определения 

простейшего конечного автомата. 
Метод определения простейшего конечного автомата. Еслн за- 

дан конечный автомат М= (5, Г, О, в, 6), то простейший эквива- 
лентный ему конечный автомат можно найти следующим обра- 
зом. Вначале находится Р®). Методом, использованным при до- 
казательстве леммы 10.3, строится М pio) - С точностью до обо- 

значения состояний этот метод дает единственное решение. 

Рассмотрим далее метод определения Р®). При этом будем 
пользоваться леммой 10.1. 

1) Положим Р=Ро.. 
2) Для каждого ае= проводится разбиение блока В; разбие- 

ния Р на подблоки; разбиение осуществляется на основании бло- 
ка разбиения Р, которому принадлежит состояние о($, а), полу- 
чаемое прн входе а из состояния $, принадлежащего В;. Если В; 
разбивается на два или более подблоков, то в качестве Р берет- 
ся разбиёние, получающееся в результате указанного разбиения 
В; на подблоки. Операция (2) повторяется. Если В; невозможно 
разбить на подблоки ни по одному из входов, берется следующий 
блок. Если не удается разбить ни по одному из входов ни один 
подблок, то получившиеся в результате разбиение Р является 
допустимой подстановкой. 

3) Разбиение Р совпадает с Р®. 
Задача 10.8. Покажите, что с помощью описанного метода 

действительно находится Р“®). 
Решение. Так как число блоков не может превышать |$]. то описанный 

процесс должен закончиться. Поскольку при этом разбиение Р@)=Р последо- 
вательно измельчается, то Р“1)=Р, >Р›>Р; >> ... >Рь. Для двух состояннй, $1 
H Sz, принадлежащих различным блокам Р.;, имеем $1 * $2*. В этом можно 
убеднться нндукцией по Г. Действительно, при #=1 сформулированное утверж- 
дение очевидно. Предположим, что оно справедливо при 1<7{<)], и рассмотрим 
случай t=j. Tak Kak $1, $. принадлежат одному блоку разбиення Р;1 и прн 
некотором входном символе а состояния 0($1, а) и 0(52, а) принадлежат раз- 
личным блокам разбиения Р;—1, то достаточно рассмотреть случай, когда они 
принадлежат разлнчным блокам разбиення Р;. По предположенню, o(s1, a) ~ 
« o(Sz, a). Согласно задаче 10.4, 5: 25» С другой стороны, как следует из 
pee 10.1, конечпое разбнение Р является нзмельченнем Р'®>) и, следовательно, 

Пример 10.4. Найдем простейший вид конечного автомата 
< $={1, 2, ..., 8}, [=О= {0, 1}, функции о и 6 которого задаются 
табл. 10.3. 

* Запихь $1 ^^ $> означает, что состояния $1 и $2 неэквнвалентны. 
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Вначале имеем Р.=РЧ)=((1, 2, 4, 5, 7, 8), (3, 6)}. Взяв первый блок и 
рассмотрев входной снмвол О, получаем Р»={(1, 4, 8), (2, 5, 7), (3, 6)}. Вновь 
обратившнсь к первому блоку и рассмотрев тот же входной символ О, полу- 
чаем Рз={(1, 4), (3), (2, 5, 7), (3, 6)}. Так как Рз уже допустимая подстановка, 
то Р'®)=Р:. Если ввести состояння $1, So, Ss H Sg, соответствующне блокам 
(1, 4), (8), (2, 5, 7) и (3, 6), то с помощью процедуры, опнсанной при дока- 
зательстве леммы 10.3, можно найтн о Ро)” Ор(о) - Таблица 10.4 представляет 

собон получающуюся в результате таблицу этнх функций. 

    

    

    

    

Таблица 10.3. Таблица Таблица 10.4. Таблица фуикций 
определения в, 6 из примера 10.4 бр (в), 6 

Входные символы Входные снмволы 

Состояние - Состояние 
0 | 1 0 | 1 

1 8,0 3,0 $1 52, 0 $4, 0 

2 3,0 5,0 So S3, 0 51, 0 
3 1,1 3,0 $3 $4, 0 53, 0 
4 8,0 6,0 54 $1, 1 54, 0 
5 3,0 2,0 
6 4,1 6,0 
7 6,0 7,0 
8 7,0 1,0       

Что касается числа операций, необходимых для определения 
P(©) описанным способом, то: 1) число операций, выполняемых 
при переходе от Р; к Р‚ в худшем случае пропорционально 
151Ж|1|; 2) так как процесс измельчения заканчивается самое 
большое через |5| —1 шагов, то общее число операций не пре- 
восходит по порядку |5|?Ж|1|. Известны методы определения 
P), требующие выполнения порядка |5] 1052|$| операций, где 
|S| — число состояний [25]. 

Задача 10.9. Постройте диаграммы состояний для конечного 
автомата из примера 10.4 и его простейшего представления. 

Определение эквивалентности двух конечных автоматов. Пред- 
положим, что заданы два конечных автомата: М= ($, Г, О, с, 8) 
и М’= (5', Г О, о’, 6’). Изменив, в случае необходимости, обо- 
значения состояний 5’, предположим, что $П5’=Ф. Определим 
конечный автомат М”= ($15', Г, О, ов”, 6”) следующим образом. 
Для каждого ае=! положим 

б” (5", a)=a(s", а), 6" (5', а) =6(5', а), 

если $”==5$, и 

д” (5”, ад = о’ ($', а), 6” (5, а) =6' (5', а), 

если 5”е=5’. Пусть Р” — разбиение множества 5” на классы эк- 
вивалентности множества $”, соответствующее отношению экви- 
валентности между состояниями М”. Из построения Р” следует, 
что для любых $е$5, 5'Е5’ отношение $—5’ имеет место тог- 
да и только тогда, когда $ и 5$’ принадлежат одному блоку раз- 
биения Р”. Отсюда и определения отношения М=—М’ получаем 
следующее следствие. 
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Следствие 10.4. М= М’ тогда и только тогда, когда все 
блоки разбиения Р” содержат, по крайней мере, по одному со- 
стоянию из ©°. 

Известны также методы определения эквивалентности и ми- 
нимизации для не полностью определенных конечных автоматов. 
Одним из таких методов является метод Унгера [37]. Однако 
среди них нет методов, которые были бы столь же эффективны, 
как описанный. 

10.3. Синхронные конечные автоматы [17— 24, 31| 

Цифровые устройства, не удовлетворяющие условиям в опре- 
деленни схемы из функциональных элементов ($ 8.1), называ- 
ются последовательными схемами. Последовательные схемы про- 
H3BOJIbHOrO вида называют также асинхронными схемами. —По- 
скольку скорость распространения сигнала в различных элемен- 
тах схемы обычно различна, а также по многим другим причи- 
нам, в асинхронных схемах происходят довольно сложные пере- 
ходные процессы [37]. 

Пример 10.5. (Триггер-защелка 5А типа). Рассмотрим НЕ 
ИЛИ-схему, изображенную на рис. 10.5. Пусть 41, 42 — временные 
задержки двух элементов НЕ-ИЛИ. Предположим, что в момент 
времени №— тах(41, 42) значения внешних входов 5, Ю фиксиру- 
ются и далее оставляются неизменными. Обозначим через (@, (Ё), 
Qo(t) значения внешних выходов (1, ()2 в момент времени Е Бу- 
дем считать, что временные задержки, вносимые проводниками, 
включаются в задержки соответствующих элементов, и поэтому 
ими можно пренебречь. 

  

           S 

Рис. 10.5. — Трнггер-защелка Рис. 10.6. Трнггер 5Ю-тнпа 
5$Ю®-типа на элементах HE— 
HAM 

1) Пусть S=R=0. Предположим, что в интервале времени 
‹—тах (41, 42) < значения функций ОКВ, О2(Ё) не изме- 

няются и (0:(ЁЙ=02(Й. Очевидно, что Qi(t)=Qi(to), Qe(= 
=Qe(fe) и при = Таким образом, текущие значения внешних 
выходов зависят не только от внешних входов, но и предшест- 
вующих значений внешних выходов. Если считать, что О, (В) = 
=Qe2(fo), тт Qi(totjf(ditde)) =Qi (fo), Qi (to+ditj(ditde2))= 
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=Qi (to) ((=1, 2; j7=0, 1; 2, ...), т. е. даже при фиксированных 
внешних входах внешние выходы могут меняться. Поскольку 
точные значения задержек 4 и 42 обычно не известны, а кроме 
того, они могут меняться при длительной работе устройства, в 
данном случае выходные значения предсказать правильно труд- 
но. Такие выходные значения называются неустойчивыми*. 

2) Пусть $ =1, В=0. С момента времени К выход Q2~=0. 
Следовательно, с момента времени к +4: выход @=1. При $=0 
и А=| индексы Ти 2 меняются местами. 

3) Пусть $=Ю=1. С момента времени к оба выхода Qi= 
=Q(i=1, 2). 

4) Положим а=тах(4:, 42). Предположим, что разрешенны- 
ми наборами значений внешних входов $, Ю являются (0, 0), 
(0, 1) и (1, 0). Допустим, что каждый набор значений входов 
удерживается на входе схемы в течение интервала времени 24 
или больше. Предположим также, что начальным набором зна- 
чений входов является либо набор (0, 1), либо (1, 0). Как сле- 
дует из изложенного, в течение интервала времени 24 после из- 
менения значений входов устанавливаются входные значения, и 
до тех пор, пока входные значения вновь не будут изменены, не 

изменяются и выходные зна- 

  

Таблица 10.5. Таблица связи выходов чения (последние называют- 
со входами триггера-защелки К$-типа ся устойчивыми). В табл. 

10.5 приведены выходные 
5 R Q, Qs значения, соответствующие 

- различным наборам значе- 
ний входов. Через ©)”; в этой 

  

о 0 < 2 таблице обозначено значе- 
1 0 | 0 ние (С, соответствующее 
1 1 Запрещенный вход предшествующему набору     значений входоз. Обычно 

0, =02. Поскольку выход- 
ные значения зависят от @”1, то рассмотренная схема в некотором 
смысле обладает памятью. 

Пример 10.6. Пусть 4 — максимальное значение задержки 
элементов схемы, изображенной на рис. 10.6. Предположим, что 
если значение на внешнем входе Е=|, то в течение интервала 
времени длительностью 24 или более значения на внешних вхо- 
дах. $, Ю остаются неизменными и могут быть любыми, кроме 
(1,1). При этом входы связаны с выходами так, как описано в 
примере 10.5. Отличие здесь лишь в том, что выходы принимают 
указанные значения с задержкой во времени, которая в данном 
случае больше величины задержки элементов глубины 1. При 
Е=0 выходные значения фиксируются и в дальнейшем остаются 

  

* В данном случае рассматривается идеализация, основанная на понятии 
чистой задержкн. Однако в ‘реальных схемах на выходе обычно устанавливает- 
ся одно из состояний (1, (2) = (0,1) или (1,0). Однако прн этом невозможно 
установить, в какое именно из этих двух состояннй перейдет схема. 
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неизменными. Эта схема называется Tpueeepom SR-Tuna, une 
просто $Ю-триггером. В реальных условиях выходные значения 
могут устанавливаться по входам $ и КЮ в течение очень корог- 
кого промежутка времени, когда значение Е изменяется с 0 на 
| (или наоборот). Такие схемы называются триггерами с дина- 
мическим входом. Кроме триггеров с динамическим входом су- 
ществуют также триггеры М5$-типа* и др. 

Триггеры. Триггеры различных типов — важные конструк- 
тивные компоненты последовательных схем. Они могут иметь. 
несколько информационных входов 21, ..., 21 (обычно [=1 или 
2), вход Е, на который подается тактовый сигнал (далее сигнал 
Е), вход для установки начального значения и два выхода, @., 
(_ (в устойчивом состоянии значение одного выхода является 
дополненнем к значению другого). Обозначим через 2;(1), Е(1), 
(Г), @_(Ё) значения г, Е, Оз, @- в момент времени Ё (значе- 
ниями этих функций являются символы 0 и 1, показывающие, 
что соответствующий сигнал не превышает или превышает задан- 
ный порог). Изменение значения Е с а на а будет называться 
далее Е-переходом а—а. Функционирование триггера описыва- 
ется следующей совокупностью характеристик: положительны- 
ми постоянными т; (время установления **), лк (время удержа- 
ния **), 4 (время распространения), двоичной постоянной а (по- 
лярность), логической функцией g oT [ +1 переменных (харак- 
теристическая функция). Эти характеристики связаны между со- 
бой следующим образом. 

Для установления начальных значений все входы удержива- 
ются в течение определенного времени в фиксированных состоя- 
ниях, после чего осуществляется Е-переход аа. В течение это- 

го промежутка времени @,=(- и значения @,, @_ остаются по- 
стоянными (при этом говорят о том, что происходит установле- 
ние выхода}. После этого происходит следующее. 

Пусть & — момент некоторого Е-перехода аа, и № — момент 
следующего за ним Е-перехода а-—>а. Предположим, что Ни 
<; в момент Ц устанавливается выход. Шо способу реакции 
на сигнал Е различают следующие два типа триггеров. 

(ЗМ) Триггеры М$-типа. 
а) В интервале времени от й—т. до Ь значения входов. 

21, ..., 21 остаются постоянными. 
6) Еслн в: интервале времени й-—мт.=< {< функция Е (Ё) =а, 

то в интервале времени от В до 2 

Q+ (f) =Q_ () = Q4 (4). (10.7} 
в) Если в промежутке oT fo nO fo-+d происходиг следующий 

Е-переход а—&а, то, начиная с момента 22-4 до возникновения 

—_ 

* В оригинале в качестве терминов, переводимых в ‘данной кните как триг- 
гер с динамическим входом и триггер М$-типа, были использованы английские 
TepmunLl «edge triggered flip-flop», «master-slave flip-flop». 

** Терминология здесь не является установившейся. 
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следующего Б-перехода а—-&а, в любой момент времени { выход 
определяется равенством | 

9. (0 =Q- () = 2 (Q+ (A), 21 (4)... 24 (1). (10.8) 
(ЗЕ) Триггеры с динамическим входом. 
а) С момента времени й-—т. до И-+т» значения входов оста- 

ЮТСЯ ПОСТОЯННЫМИ. 

6) Если в интервале времени от ф до тах(ЁЬ, ti-t+d) не про- 
исходит Е-перехода а—а, то в произвольный момент времени # 
до следующего Е-перехода а—>Фа выход определяется соотноше- 
нием (10.8). 

Если хотя бы одно из указанных условий (которые называ- 
ются условиями функционирования) не выполняется, то выход- 
ные значения не определены. 

1) D-tpurrep: /[=1, вместо 2, используется символ ЭР и 

g(Q,, D)=D, (10.9) 
T. e. 3HaueHHe Q;(f) paBHo Bxony D B MOMeHT BpeMeHH, непосред- 
ственно предшествующий последнему Е-переходу а-—а. Этот 
триггер выполняет функции элемента задержки. 

2) SR-tpurrep: /[=2, вместо 21, 22 используются символы $, R 
и функция & определяется табл. 10.6 (такие таблицы называют- 
ся характеристическими). При $ (Ё&)Ю(Ё&) =1 $В-триггер не функ- 
ционирует. Следовательно, в качестве входных сигналов долж- 
ны использоваться только такие сигналы, для которых $ (&)Ю(&) = 
=0. Входы $ и Ю используются соответственно для установки 
триггера в состояния 0 и 1. Из характеристической таблицы 
5.Ю-триггера и условия 3Ю=0 следует, что 

2(0., 5, P=SRQ,VSR=SRQ,VSRVSR = 

=RQ,VS, SR=0. (10.10) 
3) 7К-триггер: [=2, вместо 21 и 22 используются соответствен- 

но символы У и К. Характеристической таблицей /К-триггера яв- 
ляется табл. 10.7. Эти триггеры отличаются от SR-TpHrrepoB Tem, 
что при У=А=| функция © определена и равна Q;. При этом 

    

    

£(Q4, J, K)=KQ,VIQ4. (10.11) 
Таблица 10.6. Характеристическая Таблица. 10.7. Характеристическая 
таблица SR-tpurrepa таблица /К-триггера 

$ (4) ГК (1) 8 J (ti) | K (é,) g 

0 0 Q+ (41) 0 0 Q+ (41) 
0 1 0 0 1 0 
1 0 1 | 0 | 
| | Не определена 1 | Q+ (41)             
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4) Т-триггер: [=1, вместо 2, используется символ Т, а функ- 
ция 5 получается из характеристической функции УК-триггера 
подстановкой /=К. Из (10.11) следует, что 

£(Q14, Tg (Q47) =Q, OT. (10.12) 
Задача 10.10. Покажите, что если в $А-триггере положить. 

S=R=D, то получится О-триггер. 
Решение следует из соотношений (10.9) и (10.10). 

Задача 10.11. На рис. 10.7 приведена схема 5Ю-триггера 
М$-типа. Поясните принцип ее работы. 

Решение. Изображенный на рис. 10.7 $В-триггер М$-типа состоит ‘из двух. 
триггеров: М и $. При Е2-переходе 1->0 вначале устанавливается выход триг- 
гера 5. Далее при Е1-переходе 0->1 входы считываются в триггер М. Прин сле- 
дующем Е?2-переходе 0—1 выходные зиачения триггера М переписываются в 
триггер $, при следующем за ним Е-переходе 1-»>0 внешние входы триггера $ 
отключаются от триггера М. 

  

Ведущий триггер ведомый триггер 
i | | 

    

  

Рис. 10.7. Схема $В-триггера М$-типа 

Синхронные последовательные схемы. Такие схемы имеют 
несколько меньшее быстродействие, но поскольку они выгодно’ 
отличаются простотой проектирования, то их широко использу“ 
ют на практике. В сипхронных последовательных схемах синхро- 
низация осуществляется посредством подачи последовательности 
тактирующих импульсов, идеальный вид которых показан на 
рис. 10.8. Обозначим через ш, А соответственно ширину импульса 
и интервал между тактирующимн импульсами. Выбрав соответ- 
ствующим образом моменты времени {;, будем считать, что ]-й 
переход а происходит в момент времени f;. Очевидно, 
t34,;—t;=w—a. 

Логические схемы со структурой, показанной на рис. 10.9, 
называются синхронными последовательными схемами. На этом 
рисунке С — это схема из функциональных элементов с п-+2Е 
входами и т-+р выходами. Пусть |[(1<1<т-+р) — функции, 
реализуемые этой схемой. Для простоты предположим, что все 
триггеры Ра, Ро, ..., Еь имеют по лва входа ([=2) и полярность 
а. Обозначим через т,, ть и А соответственно максимальные зна- 
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чения времени установления, времени удержания и задержки 
распространения. Общие тактирующие импульсы подаются Ha 
входы Е всех триггеров. Информационные входы триггеров 
Е, ..., Еь обозначаются соответственно через 21, ... 22в (р=2Ю). 
Максимальное и минимальное значения задержки схемы С обо- 
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Рис. 10.9. Сиихронная последовательная схема — ЗА Ш 

значаются через dmax И ди. Будем предполагать что все тригге- 
ры являются триггерами М$-типа. Для того чтобы выполнялись 
описанные условия функционирования триггеров, должны также 
соблюдаться следующие условия. 

1) Начальное значение каждого триггера Ё:; устанавливается 
в момент времени к-+м-{ 4. 

2) ч.<и — условие (1) функционирования триггера. 
3) Для выполнения условия ЗМ (а) необходимо, чтобы зна- 

чення 21, ..., 224 определялись в момент #—15(]—>1) и удержи- 
вались до момента [+ по значениям 41+, 91-, ..., ды 9ь- вы- 
ходов триггеров, которые устанавливаются в момент &-+{ю-+а 
и удерживаются неизменными до &; + (далее эти значения 
а: обозначаются через 4:(])) по значениям внешних входов 
X1, ..., Хп. Для этого, в свою очередь, необходимо, чтобы выпол- 
нялось неравенство 4-+4т.‹+т=<А, а кроме того, при каждом ] 
внешние входы хь, .... Хи оставались неизменными с момента 
ppemeHit f;—dmax—ts 20 tj +w—admin (эти значения х; обознача- 
ются далее через х;(7). При выполнении этих условий требова- 
ния условия ЗМ (6) и (в) выполняются автоматически. 

Условия (1!)—(3) называются условиями функционирования 
рассматриваемых здесь синхронных последовательных схем. Кан 
будет показано, при выполнении этих условий синхронные по- 
следовательные схемы с точки зрения реализуемых имн преобра- 
зований входных последовательностей в выходные можно рас- 
сматривать как конечные автоматы (в условиях функционирова- 
ния, вообще говоря, не требуется, чтобы входной сигнал Е был 
периодическим). 
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OnpenzenuM PyHKuHH 6;, Ay следующим образом: 

5: (X1,. 005 Хп› Ф1»-.-» In) =Ё (хь..., Xnr Vi» Ns 42, Gay sess Gry 4»), 

1<#= т; 

h; (X1,..- Хт» Фль...› W= ti (х1,...› Хп› Wi» 91, 42, Ч»... Gr» Tn)» 

m+l1<i<cm+p. 
Ввиду условия (3) значения внешних выходов Yj, ..., Ym OCTAIOT- 
ся постоянными в интервале времени с #;—т; до &-+\. Обозна- 
чим эти значения через и! (1), ... ‚ Ит (7). При этом 

и: (Л) =; (х, 0,...› Хо (0, 9% 0,..., 9% 9); (10.13) 
г. (д = № (% ()),..-› Хы (0, 91 (0,.--› & 0). (10.14) 
Величины 2; В; называют соответственно переменными возбуж- 
дения и функциями возбуждения. Если 5; — характеристическая 
функция триггера РЁ}, то 

4 1-0 =9;: (9: @, 2—1 (7), 25 (7). (10.15) 
Но значениям входов Х(]) = (ж(]), ..., Xn(f)) WH внутренним со- 
стояниям ©@(]=(91(], ..., 48 ()) значения выходов Y(j)= 
= (и: (7), -.., Уп ()) определяются соотношением (10.13), а сле- 
дующие внутренние состояния @ (7-1) = (91 (1-№), ..., ав С-+Г)) — 
соотношениями (10.14) и (10.15). Величины 4;:(1<1=А) назы- 
ваются переменными состояниями. 

Пусть $=И,, [=У,, О=Ую, 8= (6,, 6», ..., бт} ид — это ото- 
бражение 5Х[Г в $, определяемое  соотношениями (10.14) и 
(10.15). Тогда синхронную последовательную схему, изображен- 
ную на рис. 10.9, можно рассматривать как конечный автомат 
(5, Г, О, о, 6), определив х:(]), и: (Г) и 9:(]) так, как было указа- 

HO. am все триггеры являются В-триггерамн, то в= (№, В», ... 
ose y ИКИ) - — 

Нример 10.7. Рассмотрим синхронную последовательную 
схему с одним входом и одним выходом, изображенную на 
рис. 10.10. Здесь ЕР, и ЕР. — $В-триггеры, С — тактирующие им- 
пульсы. Из приведенной на рис. 10.10 схемы видно, что 

y(N=x (a W) 9 (i); 

Si(f))=x (gel), Ri (f) =x (i) Ge (i); 

Sal=x() al), Rel) =x (i) aC). 
Условие $Ю,=$.Ю.=0 выполняется. Символы 41, 42 представ- 
ляют собой переменные состояния, а пары их значений — внут- 
ренние состояния. По характеристической таблице $Ю-триггера 
(табл. 10.6) строится таблица переходов и выходных значений 
(табл. 10.8). Как следует из приведенных равенств, если х(7) =0, 
TO Si(j/) =Ri({/) =Se(j) =Re2(j)=0 Hu, следовательно, gi (j+1)= 
= (jf), go(j +1) =gqe(j), T. €. cocTronHue He H3MeHHeTCA. Ecnu BHYT- 
ренним состояниям (1, 0), (0, 0), (0, №, (1, №) сопоставить со- 
стояния 1, 2, 3, 4, то диаграмма состояний рассматриваемой схе- 
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Рис. 10.10. Схема из примера 10.10. 
Нижний элемент представляет собой S.R-Tpurrep 

мы будет в точности совпадать с диаграммой состояний, приве- 
денной на рис. 10.3 при п=4. А именно, находясь первоначально 
в состоянии 0, конечный автомат формирует на выходе символ 
|, если на его вход поступает входная последовательность с 
равным | последним символом, число символов | в которой 
кратно 4 и 0 остальных случаях. Эта схема представляет собой 
один из видов четверичных счетчиков» 

Задачи, возникающие при построении последовательных 
схем. Задан конечный автомат М ($, Г, О, с, 6). Требуется по- 
строить последовательную схему, которая его реализует. Обыч- 

но вначале конечный автомат М 

  

Та блиц а 10.8. Таблица значений упрощают (вообще говоря, это 

(98 (7+1), 92(7+1)), У(7 делать не обязательно, но часто 
ру желательно). 
  9: (Л), а: (Л) | 1) Выбираются целые числа 

0 k>loge|S|, nSloge|/|, m> 
—>1052|О| и инъективные отобра- 

0,0 0,0),0) (0, 1), 0 ak 
to" т to" |). 0 (i , |. 0 жения * Ms : S> Vx; Qi: IVa; 

(1, 0) (1,0),0/(0,0),0 qgo:O->Vm. Sanaua возникает 
(1,1). (1, 1), 0| (1,0), 1 уже при выборе отображений ф:   и фо. Задача выбора фз называет- 

ся задачей распределения состо- 
яний. Дело в том, что часто в зависимости от выбора отображе- 
ния фз могут получаться конечные автоматы различной сложно- 
сти. Этому вопросу посвящен ряд исследований [37], но до снх 
пор общего эффективного метода решения этой задачи нет. 

2) Определим отображение о’: УкжУ„—>У» следующим обра- 
зом. Для каждого $е=$ и каждого а! определим о’($фз($)), 
ф'г(а) с помощью равенства 

0’ ($5 ($), Фи (а)) = $5 (с ($, а)). (10.16) 

* Отображение ф множества А в множество В называется инъективным, 
если ф(а1) 5=ф(а2) для произвольных двух различных элементов, а: и а», из А. 
Область значений отображения ф обозначается через ф(А). 
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На множестве УХУ, —9з(5) ЖФ! (Г) будем считать о’ неопреде- 
ленным. Аналогично определяется отображение 8’: УкхУ„—фо (0). 
А именно, для каждого $$ и каждого ае= положим 

6' ($5 (5), Фи (а)) = Фо(5($, а)). (10.17) 
На множестве У, ЖУ,—95($) Жф!(Г) это отображение также бу- 
дем считать неопределенным. 

3) Пусть хь, Хо, ..., Хп — входные переменные, 1, це, .... Ит — 
выходные переменные и Gi, (42, ..., дк — переменные состояния. 
Определим тип используемых триггеров. Рассмотрим случай 
[=2*. Пусть =, 22, ..., 22к — переменные возбуждения. Задача 
состоит в построении комбинационной схемы, показанной Ha 
рис. 10.9. Обозначим через 81, 6’, ..., б’т компоненты 6’. При 
этом — 

У: =6'; (№... Ха» 9ь..., 9), 15315. (10.18) 
4} Пусть ол, 072, .... 0’к — компоненты о0’и 5; — характерис- 

тическая функция Г-го триггера. Как следует из (10.14) и (10.15), 
нужные функции возбуждения достаточно определить так, чтобы 
они удовлетворяли условию 

0’; (M1). +9 Why Аль... Xn) — 8: (9:, Пол, hei). (10.19) 

После того как заданы (частичные) логические функции 0’; и 
5:, задача заключается в определении по (10.19) (частичных) 
логических функций #2: и Й2:. Для этого следует для каждого 
набора (Бут, 6», ..., 6) ЕЕ У» и каждого набора (а, а», ..., ап) ЕЕ Уп 
определить пару (с1, с2) ЕЕ \2 так, что 

0’; (b,,..-; b,, Qy,..., a,) = 8; (b:;, СТ, Co), (10.20) 

и функции №2, Во, для которых Вог (а ..., An, бь .-, Op) = 
= С1, Йа: (@1, ..., ап, бь ..., 6) =С2. Обычно существует несколько 
пар (ст, с2), удовлетворяющих условию (10.20). 

Нример 10.8. Рассмотрим 5А-триггер. Если положить 
о’: (61, ..., Бь, ат, ..., аа) =6'., то из (10.10) будет следовать, что 

= В, \/ су, с, - © =0, 

т. е. при заданных @’ и О+ задача заключается в определении 
совокупности ©, КЮ, удовлетворяющей условию 0’.=Ю0+\5, 
5.А=0. Например, если ©’, =О+=0, то $=0, а Ю можно вы- 
брать равным как 0, так и 1 (обозначим выбранное значение Ю 
через 4). Если ©’, =1, 0, =0, то $=1 Ю=0. Таким образом 
находится полное решение задачи (табл. 10.9). Эта таблица на- 
зывается таблицей возбуждения $5Ю-триггера. Запись @’.=4 оз- 
начает, что левая часть равенства (10.10) не определяется (обыч- 
но 0’ является частичной функцией). Как видно из последних 
двух строк таблицы, пару (5, №), удовлетворяющую условию 
$Ю=0, можно выбрать тремя способами. Аналогично строятся 

* При [=1 или если у разных триггеров значения различны, все происхо- 
диг аналогично. 
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Таблица 10.9. Таблица Таблица 10.10. Таблица 

    

    

возбуждения $В-триггера возбуждения /К-триггера 

0 0 0 а 0 0 0 а 
0 1 1 0 0 | 1 а 
1 0 0 1 1 0 а | 1 
о 1 а 0 1 1 а 0 

а а а _ 0 d d d 
1 | al 4a d \sr =0 d d d             

    

таблицы возбуждения УК-триггера и Т-триггера (табл. 10.10 и 
10.11). 

Задача 10.12. Проверьте, что табл. 10.10 и 10.11 построены 
правильно. 

  

  

  

  

  

Таблица 10.11. Таблица Таблица 10.12. Таблица значений 
возбуждения Т-триггера функций Ji, Ay, Jo, Ke 

из примера 10.9 

ey “+ т | x (i) 
а: (Г), а: (1) 

0 1 

0 0 0 
0 1 1 (0,0) 0, 40, 4а|0, ат, а 
1 0 | (0, 1) о, аа, 0| 1, аа, 1 
| 1 0 (1, 0) а, 00,4140}, а 
0 а а (1, 1) а, ба, о|а, Га, 1 
1 а а   

        

Нример 10.9. Рассмотрим конечный автомат из примера 
10.3 при п=4, когда в качестве внутреннего состояния, соот- 
ветствующего состоянию $ используется двоичное представление 
числа [р а в качестве Р, и Ё> используются $В-триггеры. Обо- 
значим через Ф:, К, Т2, К. соответствующие входы триггеров Р» 
и Р2 и найдем функции возбуждения, которые определяют HX 
значения. Например, при 41(7), 92(7) = (0, 0), х(1]) =1 имеем 

1 (1+1) =0, 42(1+1) =1. Отсюда и из табл. 10.10, в свою оче- 
редь, следует, что Л (]) =0, К, (7) =а, 712(] =Ь К2()=4. Таким 
образом получается табл. 10.12, определяющая значения функций 
Л, Ка, У, К2. Если подобрать соответствующим образом значе- 
ние d, TO J; =K,;=xXqo, Jo=Ko=x (здесь опущен аргумент (])). 
Так как 1=К., 72=К., то автомат аналогичен Т-триггеру. 

Задача 10.13. Постройте УК-триггер из SR-tpurrepos, pac- 
сматривая его как синхронную последовательную схему. 

Указание. Постройте таблицу значений функций возбуждения. Далее под- 
берите значение дополнительного входа 4 так, что $=70+, В =КО.. 

Если использовать последовательные ИЛМ, представляющие 
собой обычные ПЛМ (см. пример 9.2), и некоторую совокупность 
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триггеров (схема из функциональных элементов на рис. 10.9 за- 
меняется на ПЛМ), то можно реализовать многие достаточно 
сложные последовательные схемы соединением элементов И в 
решетке [21]. - 

Задачи 

10.1. Пусть [=О= {0, 1}, а=Ё и функция f(a) pasua 1, если 
в последовательности а содержится одинаковое число символов 
О и Е; в противном случае }(а) =0. Докажите, что не существует 
конечного автомата, который давал бы то же преобразование 
входных последовательностей в выходные, что и преобразова- 
Tenb (/, O, f). 

10.2. Пусть /={г (повторная установка), с (тактовый сиг- 
нал}, О= {0, 1} и [(а) =Ё для a=arc”, где сие, п — целое 
число, являющееся квадратом другого целого числа, и f(a) =0 
для остальных а. Докажите, что не существует конечного авто- 
мата, который давал бы то же преобразование входных последо- 
вательностей в выходные, что и преобразователь (Г, О, }. 

10.3. Для заданного конечного автомата Мили М= (5, Г, О, o, 
5) существует конечный автомат Мура М”= (5', [, О, о’, 8’), об- 
ладающий следующим свойством. Существует отображение 
ф: 5—5`, такое, что для произвольных 55, ае=Г!, аеЁ, 6 ($, а) = 
=6'(p(s), aa). 

10.4. Пусть М= 6$, Г, О, в, 8) — конечный — автомат. Для 
5ЕЗ и произвольного ае=/+* положим | (а)=6($, а). Покажите, 
что |. является регулярной. 

10.5 Найдите дизъюнктивную нормальную форму минималь- 
ной сложности выходной функции и функции возбуждения при 
реализации на 5А-триггерах параллельного двоичного сумматора 
из примера 10.1. 

10.6. В предположении, что нельзя использовать отрицания 
х и и, реализуйте $, $, Ю из предыдущей задачи на элементах 
НЕ И. 
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Рис. [0.11. Однонаправленный циклический регистр 
сдвига 

10.7. На рис. 10. показан четырехкаскадный однонаправ- 
ленный циклический регистр сдвига на 5РЮ-триггерах М$-типа. 
Объясните принцип его работы (входы, используемые для уста- 
новки начальных значений регистров, на рисунке не изобра- 
жены). 
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10.8. Найдите таблицы значений функции возбуждения триг- 
геров Т, и Т2, если в примере 10.9 в качестве Р, и Р2 используются 
Г-триггеры. Начертите схему, используя элементы И. 

10.9. Пусть {[, ]}, O={0, 1}, ае>еЁ и Ка) =1, если левые 
и .правые скобки расставлены в а правильно, и [(а) =0 в против- 
ном случае. Покажите, что функция { не является регулярной и 
не существует конечного автомата, который давал бы то же ото- 
бражение входных последовательностей в выходные, что и пре- 
образователь (1, О, f). 

Решения задач 

К главе 1: 

1.1. 1) 17, 2) 23. 
1.2. Положим 4= (ас, 6). Очевидно, (В, с)|[4. Так kak dlac и 4]6с, то 

а| (ас, 6с) (=с). Отсюда и из`делимости 416, 4]с получаем 4|(6, с), т. е. 4= 
== (6, с). 

1.3. Решение первого уравнения 6: пи у. Для`того чтобы`оно удовлетворя- 

ло второму уравнению, должно выполняться сравнение пии==6б›— 61 (той т2). 
Из теоремы 1.16 слелует, что решение существует. Заметим, что если х1 и х2— 
решения системы уравнения, то х!—х. кратно как пи, так и 72. Следовательно, 

оно кратно [тн, me]. Согласно (1.11), [та, т] =тато, так что х1—х2 Е 
==0(mod mime). 

1.4. Если БЕЗ, то O=b—bES, так что 0—b=—beES. Cnenosatennue, a+b= 

    

  
  

  

=а—(—5)=5. 

1.5. 

Таблица сложения А Таблица умножения В 

| 
»-O 1 2 3 4 Oo 1 2 3 4 

0 0 1 2 83 4 0 0 0 0 0 QO 
1 12340 1 Oo 1 2 3 4 
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3 
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2 
4 4 0 1 2 8 4 0 4 3 2 #1 

    

К главе 2: 

2.1. Пусть Е — целое число такое, что р*<п<р*+1. Средн чисел 1, 2, .. п 
п п 

имеется > | чисел, кратиых р. Среди них I yHcel KpaTHO p*. Среды пос- 

n 
ледних |= чисел кратно р?. Таким образом, показатель степени числа р ра- 

+ [=] ++]. 
Ben 
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2.2. Из (=) последовательно вычитаем каждое слагаемое правой части. 

Используя формулу (2.7), получаем 

(:)-(2')-(=).629-(-9-0-9.. 
re ee 

2.3. Очевидно, что p(1)=1. Ecan (m4, п2)=1, то пь п2 не имеют общих 

простых делителей и, следовательно, выполняется также равенство р(пил2) = 

= (па) р (п2). 
2.4. Свойство размещения, заключающееся в том, что оно не содержит 

соответственно букв а, 6, с, обозначим через р(1), р(2), р(3). При этом №М=4+", 
N,=3', N isis =2т, №12з=1. Согласно принципу включения и исключения, искомое 

число равно 4'—3-3"--3.2"—1. 
2.5. В п столбцах не может быть более чем п шашек. Число способов вы- 

п 
бора столбцов, содержащих А шашек, равно 5 Так как в каждом столбце 

шашку можно поместить как в верхней, так н нижней половинах, то Гь= 

п 
->( k ) Следовательно, 

Юп = У 2 ( г )x* = (1+ 2x)". 
k=0 k 

К главе 3: 

  
3.1. Ил = 

п 5 п | “3” а (—10"— 
8 

1 I 
3.2. Решая уравнение и„+:—2и„=4”, и! =3, находим и„= 72 + 54" . 

3.3. Tlonomum fn4i—fn=nt+l, fsx=2. Tak как | является простым характе- 

1 1 
ристическим корнем, то = = n? + оп +1. 

3.4. Из (3.54) видно, что частное решение в данном случае имеет вид 

п 7 (kp 1)". 
Из (3.46) следует, что характеристическим ypaBHeHHeM 3y7eCh sBsineTcA (x—1)*. 

Общим решением при этом оказывается 

Cope nt ob ory na, 

Pe Co, Cs, ..., Cr—-1 — неопределенные постоянные. 

3.5. Pewian ypaBHeHHe Un+2—4unyit4un=0, и:=4, иг=12, получаем ив= 

= (1+) 2". 

К главе 4: 

4.1. Еслн (а—6)-путь не существует, то граф ие является связанным. Пусть 

С, Сь — связанные компоненты, содержащие соответственно а н 6. Вершина а 
в С. является единственной имеющей нечетную степень. Это противоречит ут- 
верждению упражнения 4.1. 

231



4.2. TIpemnonomum, uro Py=ao, x1, Gs, .... Xt, A; P2=a%, x1, a's, .., X1, as 
общих вершин не имеют. Tlycth Vs={ao, a, .., ai}, V2={a’o, a1, „.. а}: 

P’: Qi, Us, .-) Yr, Q’7 —KpaTuahwHk nyth mexny Vy un \2 (Е>1). Если к участку 

пути Ру от 4 до а: (или от а; до ai) присоединить Р’ и к полученному в ре- 

зультате путн присоединить участок путн Р»› от а’; до а’ (или от а’; до а”), 

то получится путь, длнна которого превышает [. Пришли к противоречию. 
4.3. 

e 

po
nd

 
e
e
s
 
e
e
 

l.. 
I 

=]... 1 
(1.1 Jat. 

21 
4.4. Существуют ребра хеЁР—Р”, х’еР’—Е. Главный щикл в дереве Т, опре- 

деляемый хордой х’, обязательно включает ребро х. В противном случае су- 

ществовал бы цикл, состоящий только ‘из ребра РЁ”. Следовательно, © помощью 

злементарного преобразования дерева путем добавления к Т ребра х’и исклю- 
чения х можно получить ТГ’. 

` 4.5. Предположим, что указанные в условии задачи вершины В и с суще- 
ствуют. Тогда так как веритины 6 и с, принадлежащие в С одной связной ком- 
поненте, в С’ принадлежат разным связным компонентам, то степень связности 
С больше степени связности С. 

Пусть а — разделяющая вершина. Тогда обязательно найдутся две вершины, 

6 и с, которые принадлежат одной связной компоненте С и разным связ- 
ным компонентам С”. Это означает, что в С все (5—с)-пути проходят через a. 

=
 

№
6
 

о 

К главе 5: 

> > 
5.1. Рассмотрим юриентнрованную цепь максимальной длины а, хз, @1, ..., № в. 

—- 

Если положительная степень вершины @ не равна нулю, то ха = [@, вич]. 

Если бы вершина а1., совпадала с одной из вершин до, @1, .., @1-1, ТО это озна- 

чало бы, что в-графе существует замкнутый цикл. Следовательно, 4141 отлична 
—> 

от перечисленных вершин. Но тогда, добавляя х+. к рассматривавшейся цепи, 
можно получить цепь большей длины. Пришлн к противоречию. 

5.2. Пусть а1, ... ат «вершины графа G. Для вершин 41, 42 найдется Bep- 

шнна 62 такая, что 62=> аа, 62=>а2. Для 62 и а>2 найдется вершина 6; такая, 

что 6:=> 62, Вз=-аз. Следовательно, из 6з можно достичь аз, 42, аз. Если эту 

процедуру продолжнть, то через некоторое число шагов- мы придем к тому, 

что б„ является корнем. 
5.3. 

a
e
d
 

a
e
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—
 

i
)
 

e 

— = | 
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5.4. Допустим, что циклом является путь бо, Ха, ба, ..., м, b1=Oo. 

Ориентируем этот цикл так, чтобы его вершины проходились в последова- 
тельности бо, 61, ... 91-1, Я=бо. Пусть #1, .., а — величнны, принимающие зна- 

чение --|, если введенная ориентация соответствующего ребра в последова- 
тельности х1, ... № совпадает с исходной ориентацией этого ребра, и —1 в 
противном случае. Для каждого целого числа 6(1<6=<Ф-1) определим век- 

тор е{®), 6-я компонента которого равна 1, если В5ЕФ-+1; остальные компонен- 

ты этого вектора всегда равны 0 (если В =Ф-1, то е(5) — нулевой вектор). 

Пусть а), ..., а) —вектор-столбцы А, соответствующие х+, ..., Хь H 

e(*) = Ep, (al?n) —al?rt)) b=! [. ° 
9 coe? 

Следовательно, 2:а{*)-|-... +еа() =0. 

5.5. Для произвольного целого числа b(1<b<q) найдется цепь b=bo, 
Xs, .., %, Я=р, соединяющая вершину 6 в базисной точке ф-+1=р. Ориенти- 

руем эту цепь в направления ют 6 к р. Точно так же, как и при решенин пре- 

дыдущей задачн, введем величины #1, .., &, принимающие значения +1 и —1 в 

соответствии с совпадением или несовпаденнем введенной и ‘исходной ‘ориен- 

тации ребер хн, ..., х: соответственно. Имеем 

Следовательно, в виде линейной комбинации ф вектор-столбцов, соответствую- 

щих фебрам дерева РЁ, можно представить все базисные векторы е(%), ..., е‘Ф). 

К главе 6: 

6.1. Из (6.6) имеем ВПс=6=<а6, ВПос<е<а|)с, а<а|)6, а<а\)с. Из 

(6.7) получаем а () (8 Пс) <=а 6, а (6 Пс) <а(с. Из (6.8) имеем а|) (6 Пс) = 
< (а15)П(а с). Из закона двойственности получается вторая формула. 

6.2. В силу дистрибутивности а) (6 Пс) = (а05) П (а0с). Отсюда, из че- 
равенства а<5с и (6.5) получаем а |) с=с. 

6.3. Из дистрибутивности следует, что 

(Правая часть) = (а /5)П((а 05) /с)= (08) П(аП8))0((@ 06) По) = 
= (ап) уе пе (е Па). 

При выводе последнего равенства использовалось то, что (ay b)N(anb)=ans, 
что, в свою очередь, является следствием неравенства а] 6<а<а (6. 

6.4. Пусть И — множество из т элементов. Согласно теореме 6.1 и след- 
ствию нз теоремы 6.1 рассматриваемая булева алгебра изоморфна р(И), а в 

силу утверждения задачи 7.3 также и У». Если представить Ум в виде т-мер- 

ного единичного куба и каждое его ребро ‘ориентировать от вершины, которой 

соответствует п-мерный вектор ббльшего веса в направлений вершины, которой 

соответствует т-мерный вектор менышего веса, то на плоскости получится диа- 
грамма Хассе. 

К главе 7: 

7.1. В данном случае достаточно показать, что высказывание (Р—0)- (@9—Ю) 

ИСТИННО, Т. ©. что из истиниости Р->О и @->+Ю следует истинность Р--Ю. Если Р 

ложио, то Р—Ю истинно. Если Р истинно, то истинно О. Следовательно, также 

истиины К и P->R. | 
7.2. Из задачи 7.32 следует, что имеется восемь симметричных функций от 

двух переменных; еслн исключить констаиты 0 н 1, то останется шесть функций. 

233



Согласно упражнению 7.4, этими функцнями являются 2х2, XiXe, x1 PX2, 

Ixy х2, х.\хг, и\/Х. Так как 0- (0:1) =1520= (0-0) -1, TO XiX2 не удовлет- 

воряет закону ассоциативности. Такова же функция Х\/х2. Оставигиеся четыре 

функции, как следует из таблнц формул Ги Ш, удовлетворяют закону комму- 

татнвности. 

7.3. (1) Коэффициенты С1, с», .., С, в определенни пороговой функции, как 

легко провернть, таковы, что 

r Г 

РЕ хд > [ХА › если 2 с; а) > 2 си, (1— а); 

Г Г 

[х.д < Руд, если У, су а] < >, са; (1— ал. 
- f=l {=I 

(2) Ecnn nonoxute X=({1,3}, A={1,0}, ro fx, a=x2, [х д =ха. Следовательно, 
функция | смешанной монотонной не является. Из (1) также следует, что она 

не является н пороговой. 

7.4. Если в определении Д+({) пороговой функцин { положить 

п 

dD, (Go;-)= {ta а>,..., ап) a 

  

Dy (E2)) = {ta Q2,...1 Gn) 
  

п 

У! (—сй и > 1— | , 
i=1 

то получится искомое представление. 

7.5. fs) (1, хо, vee Xn, 1) = | (жа, хо, see Xn) =f (x, Ха, ... › Хп) = 

= fe (x, X95 ar» Xn» 1) , 

И (x1) x2» wes » Xn» 0) = | (x1 Xe» ... » Xp) — fe (x, Ха ,...› хп) = 

= [а (1, № ›..., Хп,0). 

7.6. Имеем [(0, хо, ..., Xn) =7 (1, 2, „. Хв) = (1, Хо, .., Я) =8(0, хь, «.., Xn), 
т. е. } ха = х,-а (@=0, 1). Следовательно, {=р. 

7.7. Обозначим |С(Р)| через {|» и запишем { в виде {= @х!-Ё, где 
р, № — многочлены от переменных хе, ... Х», deg fo<cr, дев р < г—1 (к — сумма 

всех конъюнкций {, пе содержащих х:, а + — сумма конъюнкций, включающих 

х:). Имеем 

По = Мот Ши = Фи + № ФА. 

Воспользуемся индукцией по п. Прн п={ доказываемое неравенство очевидно. 
Предположим, что оно верно при п-1. 

(1) Econ fo==0, имеем [+ 50, дев р <г—1. По предположению индукции, 

[fln= lfs[n—s22"-". 

(2) Если 50 и ФрН==0, то аев <г—1. Далее доказательство прово- 
дится, как в (1). 

(3) Если ю=0 и ю-+Ё=е0, то, по предположению индукции, 

lFln > on—r—t + on—r—lI — onl. 

И, нгконец, если р==хах2 ... хг, То [|„=27-. 
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7.8. Для элементарной конъюнкции { ранга г из предыдущей задачи имеем 

12, (6) |=2"-". Если n>r, To 

0. 
У! @ ty md, , X ym. eee X,=e, — 

(а,.а:.... -a,)eV, 

К главе 8: 

8.1. Выход $ у РА: равен х@Фл@Фху; выход $ у ЕА2 — (х. Ф.Ф хФ жж OB 
@ x5) =S), 55; выход су РА: — Ма]з(жм, x2, xs), выход с у РА» — Ма]: (х.Ф 
@х.Фхь, хь, х). Выхолом $ у ЕА. является Ма]з(х1, х2, хз) Ф Ма} (м Фх» Ф ха, 

Xs, Xs} Так как последние две функции симметричны соответственно по (хи, х2, хз} 

и (x, xs}, TO путем классификации функций по весам и: и №. зиачений их 

переменных легко показать, что выход $ у FAs равен $(5)., з. Так как S(5)s= 

=$5(5)2. 3-5(5)1. 3,5, то выход С У РАь равен $. 

8.2. По определению, 

6 3 3 

Dy C12! = 109) a2! + D>) 65,2! , 
i=0 {—=0 =0 

где boi=6;. Tak Kak Co=boo=b0, TO 

6 3 3 

У: а 1 ==5 У a,2! + У! вр? ". 

i=l {—=1 i=l 

Если monoxKutTbh 5a9+400s-+ 2002+ bo1=883s+46124+-2611+610, TO Cr=byo. Crenona- 

тельно, 

6 

У а2 2 = 5 (4 y+ 2 ag) +5 ay $4 bya +2 bya в. 
i=2 

Если положить 5ay+4b13-+ 2012+ 615 =8023-+ 4022-4 2021+ B20, TO C2=bo20. Повторяя 

эту процедуру достаточное число раз, можно получить схему, приведенную 
на рис. 8.15. 

8.3. Представим { в виде многочлена F. Положим со равным постоянному 
члену Ё. Для каждого члена х „Хр“ т степени 1 и выше, имеющего в F 

коэффицнент 1, используем т следующих друг за другом компонент: Ci+1, ... 

... С1+т; при этом вход с У С:4ь, .., Сяфт-1 полагаем равным 0; а входы х 
полагаем по порядку равными Х,,, .., хут_1.Пусть вход С У С1+т равен 1, a 
вход х равеи х:„. Если вход у: у С1+1 положнть равным Fi, а уг равиым 1, 
то выходом 2: у с1+т будет Fix, %;,...X3,,- Прн этом выход 22 равен 1. 

При использовании дизъюнктивной нормальной формы следует взять компо- 

иенты с выходнымн функциями 21=и1\/схуз, 22=6С\/ху?. 

8.4. Если пара (х:, и:) принимает значение (0, 1) или’ (1, 0), TO жж= 
=х1, Ича=уз. Если значением (x1, и;) является (1, 1), то следует положить 

ЖА при ay=—bi3 xiqs=1, yias=O npn ar>Os u xX141=0, yigr=1 при 

a;<iby. Набор (хь, у) = (0, 0) является избыточным. 
5.5. (а) Предположим, что В, и; общих букв не имеют. Если для каждого 

Q<k<n коиъюнкция Н включает хь, то положим ак=ёбь. Если HH Xn, HH Xz 

в и; не входят, то положим ак =1. По определению, 

й > x,’ x,” tn? », ue хо %*... хп , 
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т. е. & (a2, аз, ..., ап) = p41 (a2, Цз, ..., Gn) = £ (2, Qs, wary Gn) =1. Получили проти- 

воречие. . 

(6) Так как отрицание, Ма]з и суперпозиция самодвойственных функций — 

самодвойственные функции, то выходная функция Й также самодвойственна. 

Пусть {(аь, аз, ..., а„) =1. Если @4=1, то существует такая конъюнкция Ё, что 
при хк=ак(2<Е=п) из равенства Ё; единице вытекает равенство единице 

всех букв 211, 2;2, .., Zit. При этом равны | все выходы компонент {-й строки 

схемы, приведенной на рис. 8.18. Так как \=а, то выходы (+1), ... 

.., т-й строк равны 1 и Й(а+, а2, ..., ав) =1. Если а1=1, то вместо строк следует 

рассматривать столбцы. Следовательно, |<. Из задачн 7.42 получаем f=h. 

8.6. Если [(а, а, ..., а) =а, то 79( а, а, .., а) =а. Если предположить, что | 

ин линейна, ни монотонна, ни самодвойственна, то таковой не будет и ее 

двойственная функция f4. Отсюда и из теоремы 8.1 следует, что система функ- 

ций (541, 945, ..., 94} также является полной. 

К главе 9: 

9.1. Для В= (61, bo, weep bn-1) EG Vn-1 положим Bo= (6, be, ..- bn—1, 0), 

В: = (Би, 6-, ..., бин, 1) и разобьем У» на 27-1 пар (Вь, В). Если для каждого 

ВЕТ, положнть: 

1) (8) =0 при Р(Вь) = ЕВ, =0; 

2) t(B) = x? xp. Xd npn А (Ву) =f (By) =1; 

6) £(B)= x," x,) x 221 x" при F (Bo) =a, F (By) =a, oo * n—l 

то {= \МУ ЦВ). Число членов в этой сумме He превосходит 27-!. To же са- 
BEVn_y 

мое можно проделать с [4. Утверждение (а) доказано. 
Пусть условия утверждения (6) выполняются. Если при некотором В 

выполняется условие (1), то минимальное число элементов не превосходит 

2"—1. Пришли к противоречию. Если выполняется условие (2), то для [4 при 

некотором В будет выполняться условие (1), но это противоречит утвержде- 

нию упражнения 9.1. Следовательно, для всех В выполняется только усло- 

Bie (3). 

До настоящего момента рассматривались пары, отличающиеся последними 

компонентами. Точно так же можно рассмотреть пары, отлнчающиеся только 

{-ми компонеитами. Таким образом, [(А)=[(А’) для произвольных наборов 
A, А’ЕУ, таких, что 4(А, А”) =1. Отсюда и из решения задачи 9.9 следует ут- 

вержление (6). 

9.2. Согласно утвержденню задачи 7.46 функция Ма]и самодвойственна. 

Из упражнения 9.1 следует, что достаточно рассматривать только дизъюик- 

тивную нормальную форму мннимальной сложности. Так как [ монотонна, то, 

согласно упражнению 9.2, все простые импликанты имеют ранг т-1, а их 
п п 

число равно ( 44 )= ( т ). Из` утверждения 4 ‘упражнения 9.6 следует, 
т 

что все простые импликанты являются существенными строками. Отсюда сле- 

дует решение задачи. 

9.3. (а) С одной стороны, ty >> x4%x2% ... хаг ха --1 ... xen . С другой стороны, 
r+l1 

> ха Хова ... xen для 2<] «т. Следовательно, утверждение (а) справедливо. 
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(6) Согласно лемме 9.1 и утверждению залами 9.11, достаточно рассмот- 
феть частичные суммы следующих днзъюнктивных нормальных норм для ЕО= 
= Ex;x2...X%s, Yi, Уз, Из (для простоты Е опускается): 

== В (жв\/ ХА хв ха хо) ; 

у. = Е (жв\/ ха \/ ж Хь Хе Ха \/ Хз Xs Xe\/ Xs X5 X¢)- 

y3=E (x8\V Xox7 \/ KeXnXeX7\ XeX5X7 \/ ¥2X3X5X7). 

Согласно утверждению (а), ‘из и: пельзя исключить Xs, X7, Xs, W3 Yo — Xs, X72, 

ХзХ5Хв, НЗ Ys — Xs, XeXwXeXsXsx7. Tak Kak Xe=XeX7GX7, TO, CormacHo задаче 9.4, 

BY: He HyKHO Xe. B y2 должно быть оставлено одно из произведений хаХьХех 
ИЛИ ХАХЬХв, В Из —- ХХХ: ИЛИ Хахьха (если одно нз этих произведений исклю- 

чается, то другое, как следует из утверждения (а), исключено быть не может). 

Если оставить X4X5XoX7, TO XeXsNe=KXeXsXex7 GL Ал, ХаХХа = ХаХьХ ет ХвХ1. При этом 

Из у2 исключается ХёхьХв, а из Уз — х555Х1. С другой стороны, 

GS = Е (х.\/х.\/ хз \/ ха) у уз из. . 
При @($=| равенство иу1узуз=0 имеет место только в том случае, если 

XiXeX2...¥g=1. Единственной р-простой импликантной функции ($, включающей 

XiK2k3, .., Ха, является х!. Как следует из изложенного, достаточно иметь Ех, 

Exs, Ex7, Exs, ExgxX7,EX3xsxe, ExeX3Xsx1, ExgXsXoxX1, ЕХ!Х2 ... Хз. Они дают единст- 

венное решение © минимальным числом, так что #>9. 

9.4. Опуская ннлексы, обозначнм входные переменные через х, ци, а, 6, а 

выходные переменные через х’, и’. Пусть р, & — выходные функции, дающие 
соответственно х’=у’=0 па избыточном входном наборе х=иу=0. Функции р, в, 

f°, g@) (Ha избыточных входных наборах значення функций равны 1; на 0с- 

тальных входных наборах эти функции совпадают с [и 1), как следует из 

решення задачи 9.4, имеют вид 

f= х /\/ ху (аб\/аь \/ а Ь), Ко = [Vx Yi 

g=xy\xy(ab\V aby ad), g"') = ху; 

FO) p= xy (abV a b)V x y- 
Пользуясь группой формул I u3 Ta6a. 7.1 nu утверждением (1) задачи 7.17, 

nonyyaem f{)=y\/xaV/xb, g=xVyb\V/ya. Cornacno теореме 9.1, р-простыми 
импликантами функции }®) являются й, xa и 26, р-простыми импликантами 

функции 8) — х, уб и ya, р-простыми импликантами функции {) 8“) — хуаб, 

хуаб (конъюнкция ХЙ исключается, так как она равна 1 только на избыточном 

наборе). Точно так же, как и в пункте (а) предыдущей задачи, можно убедить- 

ся, что у н Хх исключить нельзя. Одновременно нельзя исключить ха, хб(иб, иа). 

Если исключить одну из этих конъюнкций, то необходимо восполнить либо 

хуаб, либо хуаб. Следовательно, число конъюнкций не меныше чем 5. Так как 

хб = (ха хуаб) бу, уа= (убскхуаб) АХ, то, пользуясь утверждением задачи 9.4, 

легко получить, что [< и\/ха\/хиав, в=<х\/уб\/хиаб дают минимальное и по 
чнслу коньюнкций и по числу входов решение. . 

К главе 10: 

10.1. Предположим, что существует конечный автомат М= ($, Г, О, с, 6), 

удовлетворяющий условиям теоремы, и что в момент времени f=1 ои инаходит- 

ся в состоянни 50. Для произвольного ае+ положим 46(5, а)=Ка). 
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В доказательстве утверждения упражиения 10.2 используются р, р соот- 

ветствующие а=0. А имеино, существуют }’и ] такие, что 6(5о, 0”) =ос (5», 01) = 

=$:, 0<7<;- Из задачи 10.1 следует, что 

6 (50, 0” 1/) = 6(с (50, 07), М) =6 (5, 1); 

5 (So, Of 14) = 8 (6 (5p, 0/),1/) = 6 (s;, 1). 

Из предположений и определения | получаем 

6 (50, 0 11) = 10 И) =0; 6 (5%, 0711) = (0711) =1. 

Получили противоречие. 
10.2. Предположим, что существует конечный автомат М= ($, Г, О, 6, 6), 

уловлетворяющинй условиям задачи, и что при некотором 50е5 

6(50, гс") =[(гс"), п:>1. Если положить 6(50, Г) =5$1, то 6(5о, гс") =6(5$1, с") = 

=f (rer). 
Hmeem f(re™)=1, m1. B apyrux cayyanx f(rc?)=0. Так как (т-+1)2—т.= 

=2т--1, то при увеличепин т ‘интервал увеличивается. Однако это протыворе- 

чит утверждению упражнения 10.2. 

10.3. Если определить М” так, что 5’=$ЖО, 0" (($, 6), а) = (0(5, а), 6(5, а)); 
6°((5, 5), а) =6, то получится автомат Мура. Выбирая б©ЕО и полагая @(s)= 
=(5, 60), рассматриваемое соотношение можно доказать ипдукцией по |а|. 

Еслн хранить в памяти выходные значения в качестве компонент состояния, то 

число состояний увеличится. Выход автомата М в момент времени {=7 пред- 

ставляет собой выход автомата М” в момент времени #=#- 1. 

10.4. Без какой-либо потери общности М можио считать простейшим. Да- 

fy 
лее следует показать, что а! 2 а2 =0(5, 01) =0($, а2). Заметьте, что числе клас- 

5 ° 

COB SKBUBAJCHTHOCTH OTHOWEHHA «=» He mpeBocxorHT |S]. 
10.5. Так как число состояний в даниом случае равно двум, то достаточно 

использовать один триггер. Пусть 9 — переменная состояния; состоянию Ё со- 

поставим 9=0, а состоянию #2 — 9=1. С помощью табл. 10.1 и 10.9 маходим 

таблицу значений $ и К. Выхолной функцией является $=х@Фиу@Ф9. При таком 
распределении состояний дизъюнктивной нормальной формой минимальной 

сложности будет з— хи\/ худ хуЧ ХУЙ › = ху, R= xy. 
Если состояниям {4 и [5 сопоставить соответственно д=1{1 и 9=0, то 0 и 4 по- 

меняются местами. Из табл. 10.9 следует, что надо поменять местами 5 н К. 

10.6. Одним из решений задачи является использование НЕ ИЛИ-схемы, 

двойственной для схемы ‘из задачи 9.28. Если при этом положить $= 

=Ма]з(х, у, =) (получается, еслн все 4 положить равными 1) н Ю=ху (выход 
21), то рассматриваемые функции можно реализовать восьми элементами. 

10.7. Пусть 9: — внутреннее состоянне триггера Ё; (при определениом 

входе (). При подаче на тактовый вход ‘импульса со входа происходит переход 

91+—61+: (индексы вычисляются по модулю 4). 

10.9. Так как для различных целых положительных чисел г, } выполняются 

равенства }{([:]1)0, [([3) =9 КС] =0, К]; = то последовательности 
[:, [3 не являются {-эквивалентными. Следовательно, { не является регуляриой 

и, согласно упражнению 10.4, не существует конечного автомата, который давал 

бы то же отображение входных последовательностей в выходные, что н упо- 

мянутый в задаче преобразователь. 
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